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1. Einleitung

1.1 (Philosophische) Logik im weiten Sinne = Theorie des korrekten Schlielens
Das Grundlegende Muster des Schlieens: Ein Argument (ein Schluss)

Pram 1 Pramjy, ..., Primy / Konkl

I (semantische Giiltigkeit, auch |==

Priam n — (syntaktische Beweisbarkeit)
Konkl
Gultigkeits-Kriterium = Wahrheitserhaltung: wenn alle Prdmissen wahr sind,

ist auch die Konklusion wahr

Klassifikation von Arten logischer Systeme:

/\

Deduktive Logik Nichtdeduktive Logik
(Logik im engen Sinne) (Logik im weiten Sinne)

Ein deduktiv korrektes Argument = induktive (probabilistische) Logik

ein giiltiges Argument nichtmonotone Logik, unsicheres SchlieSen
Wabhrheitsheitserhaltung Wabhrheitserhaltung mit hoher Wahrschein-
mit Sicherheit lichkeit, Plausibilitiat, Unsicherheit
Klassisch[el_()g;il@ru):\l\lichtklassische Logik(en):
(Wahrheitsfunktionale) propositionale Logik intuitionistische Logik
Pridikatenlogik 1. Ordnung Quantenlogik

modale (propositionale, Pradikaten-) Logik Relevanzlogik

(alethische ML, deontische L, epistemische L, mehrwertige Logik

konditionale L.,... )

Priadikatenlogik zweiter Ordnung



Eine generelle Charakterisierung eines giltigen Arguments:

Prasupponiert ist eine Unterteilung der Menge aller Symbole der Sprache in:

Nichtlogische Symbole Logische Symbole

elementare Sétze p, q,... propositionale Konnektive —,A,v,—,...
Individuenkonstanten a, b,... Quantoren Vx, Jx, =

Pradikate F, G,..., R,... Modal-Operatoren [ 1, O, ...

Funktionssymbole f, g, ...

variierende (welt-referierende) Interpr.  fixierte (logische) Interpretation

Ein Argument ist glltig gdw. (genau dann, wenn) die Wahrheit Gbertragen wird (d.h.
die Konklusion wabhr ist, sofern alle Pramissen wahr sind)

- in allen Interpretationen seiner nichtlogischen Symbole

(semantische Charakterisierung)

- alleine aufgrund seiner logischen Form/Struktur

(syntaktische Charakterisierung) (Jedes Argument der gegebenen Form ist giiltig)

Beispiel fur logische Form: p—q, p —q (Modus Ponens)
Formalisierung = Ubersetzung der natiirlichen Sprache in formale Sprache:
z.B. p — es regnet, q — die Stral3e ist nass

Wenn es regnet, ist die Stralle nass, esregnet / die Straf3e ist nass.

Hauptziel eines Argumentes:
e Positiver Nutzen: --> Wahrheitstransfer (Voraussage, Erkldarung). Ein giltiges,
sowie korrektes Argument: Ein giiltiges Argument mit wahren Pramissen.

e Negativer Nutzen: --> Falschheits-Riicktransfer (Falsifikation).




Unterdeterminiertheit der Falsifikation: Ma n kann lediglich schliefen, dass einige

der Pramissen falsch sind (welche?) (Duhem-Problem der Theorienfalsifikation)

Hauptziel der Logik:

Zu wissen o welche Argumente giiltig sind und e welche Sitze logisch wahr sind.

Logisch wahre (L-wahre) Satze:

Zu jedem giiltigen Argument gibt es einen korrespondierenden, logisch wahren Satz.
Giltig: (p—q),p/q Logisch wahr: ((p—>q)Ap) —q

Es gibt auch logisch wahre Sitze, die kein korrespondierendes, giiltiges Argument

haben. z.B. pv—p, —(pA—p), etc.

Ein Satz ist logisch wahr/falsch, gdw. er wahr/falsch ist ...
- in allen Interpretationen seiner nichtlogischen Symbole  (semantische Charak-
terisierung)
- einzig Aufgrund seiner logischen Form/Struktur (syntaktische Charakterisierung)

(Jeder Satz dieser Form ist logisch wahr/falsch )

(Ein logisch wahrer Satz wird auch giiltig genannt.)

Ein Satz, der logisch falsch ist, wird kontradiktorisch genannt.

Ein Satz, der nicht logisch falsch ist, wird logisch konsistent genannt.

Ein Satz, der logisch wahr, oder logisch falsch ist, wird logisch determiniert genannt.

Andernfalls ist ein Satz kontingent (logisch indeterminiert).

L-konsistent

/\

L-wahr L-falsch kontingent
v |

L-determiniert L-indeterminiert




Logische vs. extralogisch-analytische Wahrheiten:

/ T

Ein Kreis hat Ecken, oder er hat keine Ecken Ein Kreis hat keine Ecken
Vx(Kx — (Ex v—EXx)) Vx(Kx — —Ex)

Ein Satz ist extralogisch-analytisch wahr, gdw seine Wahrheit durch die Bedeutung
seiner nichtlogischen Symbole determiniert ist, unabhéngig von Fakten der Welt.

Im Gegensatz zu logischen Wahrheiten ist seine Wahrheit nicht alleine durch die Be-
deutung seiner logischen Symbole determiniert.

— Analoges gilt fiir die Giiltigkeit von extralogisch-analytischen Argumenten.




Ubungen

1.1: Welches der folgenden Argumente ist logisch giiltig: (i) Alle Tiere sind Ins-
tinktwesen. Keine Pflanze ist ein Tier. Also ist keine Pflanze ein Instinktwesen. (i1)
Alle Tiere sind Instinktwesen. Kein Mensch ist ein Instinktwesen. Also ist kein
Mensch ein Tier. (ii1) Alle guten Menschen sind verniinftig. Alle Menschen sind gut.
Also sind alle Menschen verniinftig. (iv) Alle schlechten Menschen sind unverniinf-
tig. Alle unverniinftigen Menschen sind schlecht. Also sind alle Menschen unver-
nilinftig.

1.2: Welche der folgenden Argumente sind (a) logisch (deduktiv) giiltig, (b) extralo-
gisch-analytisch giiltig, (c¢) induktiv oder probabilistisch 'giiltig', (d) nichts derglei-
chen: (i) Alle Menschen sind sterblich. Aristoteles ist ein Mensch. Also ist auch
Aristoteles sterblich. (ii) Die meisten Lichtschalter funktionieren. Ich driicke den
Lichtschalter. Also geht das Licht an. (ii1) Alle verheirateten Personen genieflen eine
Steuerbegiinstigung. Paul und Maria sind ein Ehepaar. Also genieen Paul und Maria
eine Steuerbegiinstigung. (iv) Bisher hat mein Kiihlschrank gut funktioniert. Also
kann ich mich auch in Zukunft auf ihn verlassen. (v) Immer wenn Gregor von seinem
Bruder spricht, nimmt sein Gesicht gespannte Ziige an. Also nimmt Gregors Gesicht
auch jetzt, wo er gerade von seinem Bruder spricht, gespannte Ziige an. (vi) Immer
wenn Gregor von seinem Bruder spricht, nimmt sein Gesicht gespannte Ziige an. Al-
so hat Gregor gegeniiber seinem Bruder einen Minderwertigkeitskomplex. (vii) Alle
Raben sind schwarz. Dieser Vogel ist kein Rabe. Also ist er auch nicht schwarz. (viii)
Abtreibung ist vorsétzliche Toétung eines Embryos. Ein Embryo ist ein menschliches
Lebewesen. Also ist Abtreibung Mord.

1.3 Welcher der folgenden wahren Séatze ist logisch wahr, extralogisch-analytisch
wahr, oder synthetisch (d.h. nicht-analytisch) wahr: (a) Kein unzerlegbarer Gegen-
stand ist zerlegbar, (b) Jeder unzerlegbare Gegenstand ist atomar, (¢) Jedes Atom be-
steht aus Protonen, Neutronen und Elektronen, (d) stabile Demokratien sind nicht kri-
senanfillig, (¢) Demokratien konnen krisenanféllig oder nicht krisenanfillig sein, (f)

Demokratien konnen nur stabil sein, wenn sie eine stabile Wirtschaft besitzen.






1.2 Syntax - Semantik (- Pragmatik) (Charles Morris)

Zwei Aspekte von Bedeutung:

Intension (Bedeutung, Extension (Referenz,

Freges Sinn) Freges Bedeutung)
Satz: Proposition, Weltzustand Wabhrheitswert ------- AL
Pradikats: Eigenschaft Klasse PL

Individuen-Term: | Charakteristisches Cluster Objekt

von Eigenschaften

Fir die Semantik der formalen Logik werden nur die Extensionen gebraucht.

Ein logisches System besteht aus:

1. Einer logischen Grammatik: Definition des formalen Gebrauchs } SYNTAX
seiner Sprache und seine Formregeln (logische Grammatik)

2. Einer Semantik: Definitionen und Regeln von semantischer Interpreta- Y SEMANTIK
tion. Semantische Definition von Logischer Wahrheit und Giiltigkeit (s.oJ

| steht fiir die semantische Giiltigkeit eines Argumentes
Semantische Theoreme (z.B. {iber Entscheidungsverfahren etc.)
3. Einer Beweistheorie: Ein deduktives Kalkiil: eine Menge von
Axiomen, Regeln und /oder Meta-Regeln der Deduktion plus einer } SYNTAX

Definition von Beweisbarkeit und Ableitbarkeit.

[— steht fiir syntaktische Beweisbarkeit (Ableitbarkeit) eines Argumentes)
Syntaktische Theoreme (z.B. iiber Entscheidungsverfahren etc.)
4. Ein Beweis der Korrektheit und (wenn moglich)

Vollstandigkeit. SYNTAX+SEMANTIK



Warum haben wir diese Aufteilung der Logik in Semantik [— und Beweis |—?

... Das ist eine lange Geschichte. Es ist ein grundlegendes Charakteristikum der mo-

dernen Logik.

Die meta-mathematische Motivation:

— Beweistheorie befasst sich mit konkreten/finiten Entitdten: syntaktische Regeln
(Algorithmen)

— Die Semantik befasst sich mit abstrakten Entitdten: (potentiell infinite) mengen-
theoretische Modelle.

Ist jede mathematische Intuition algorithmisch korrekt u. gultig?  (Antinomien?)
Kann mathematisches SchlieRen komplett computerisiert werden? (KI)

Die philosophische und psychichologische Motivation:

Regelbasiertes Denken und modellbasiertes Denken sind zwei grundlegende Arten
des Denkens, die manchmal miteinander konkurrieren; doch sie sind eigentlich kom-

plementr.

Definitionen von fundamentalen meta-theoretischen Konzepten:

Korrektheit: Beweisbarkeit = Giiltigkeit/L-Wahrheit
schwach: fiir Sitze stark: fiir Argumente

Vollstandigkeit: Giiltigkeit/L-Wahrheit = Beweisbarkeit
schwach: fiir Sitze stark: fiir Argumente

Entscheidbarkeit: Ein Konzept C (z.B. Giiltigkeit) ist entscheidbar gdw es einen Al-
gorithmus gibt der eine korrekte ja/nein Antwort auf die Frage "ist x ein C?" hervor-
bringt, nach einer endlichen Anzahl von Schritten (fiir alle Entitdten x fiir die C defi-
niert ist).

Definition eines Algorithmus: jede Prozedur, die in eine arithmetische Prozedur {iber-

setzt werden kann. Eine derartige Prozedur wird auch 'mechanisch' genannt.
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1.3 Objektsprache vs. Metasprache, formale Logik vs. informelle Mengenlehre

e Die Objektsprache ist die Sprache, die untersucht wird.

e Die Meta-Sprache ist die Sprache in der wir die Eigenschaften unserer Objekt-
sprache, oder ihre Relation zur Welt-wie-in-Metasprache-beschrieben, ausdrii-
cken.

Tarski, Godel ...

Gebrauch (nicht zitiert) vs. Erwahnung (zitiert):

Objektsprache Metasprache

Schnee ist weil} "Schnee ist weil}" ist wahr gdw. Schnee weil3 ist.

"Schnee ist weill, oder Schnee ist nicht wei3" ist ein logisch

wahrer Satz.

Die Theorie der formalen Objektsprachen und ihren logischen Eigenschaften, ausge-
driickt mit den Mitteln der informellen Mengenlehre nennt man auch Metalogik.
Vereinbarung: Wir sprechen immer in der Metasprache. Alle objektsprachlichen

Ausdriicke werden implizit als zitiert gebraucht. Wir vermeiden so alle Anfiihrungs-

zeichen.

Formale Objektspr.| Natlrliche Metasprache Mathemat. Metaspr.
pPAq "pAq" ist wahr I == (prq)
(p—q),p /q "(p—q), p / q" ist ein giiltiger Schluss |(p—q), p |F— ¢q

Anmerkung: Unsere Konvention, keine Zitate zu verwenden, bedeutet, dass wir ob-
jektsprachliche Ausdriicke in unserer Metasprache als Namen fiir selbige verwenden.

In der Metasprache sind unsere terminologischen Konventionen relativ frei. Wir be-
nutzen in der Metasprache oft dieselben logischen Symbole, wie in der Objektsprache

- sofern der Kontext klarstellt, was objekt- und was metasprachlich ist.
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Ausnahmen sind:
Objektsprache Metasprache
wenn-dann - =

Identitat = =

1.4 Extensionale und intensionale klassische Logik:

Semantische Grundlagen der klassischen Logik
1 Jeder Satz ist entweder wahr, oder falsch ~ (Zweiwertigkeit)
la: Prinzip des ausgeschlossenen Dritten: p v —p (Aristoteles: 1c:Identitét: a=a)
1b: Prinzip des ausgeschlossenen Widerspruchs: —(pA—p)

Arten von Satzoperatoren:

extensional (wahrheitswertfunktional) intensional (nicht-wahrheitswertfunkt.)
nicht p (es ist nicht der Fall, dass p) es ist notwendig, dass p
pund q es ist geboten, dass p

Ein Satzoperator ist extensional (wahrheitsfunktional) gdw der Wahrheitswert des
gesamten Satzes, in dem er vorkommt, vollstandig durch die Wahrheitswerte seiner

Argumente bestimmt ist. Ansonsten ist er intensional (nicht-wahrheitsfunktional).

Klassische Aussagenlogik = die Logik der extensionalen Satzoperatoren.

Interpretationen/Modelle sind beschriankt auf die Zuordnungen der Wahrheitswerte.

Klassische Pradikatenlogik 1. Ordnung ist extensional im mengentheor, Sinne:

Der Wahrheitswert eines Satzes ist vollstindig determiniert durch:

- die Extension von Individuentermen (Objekte)

- die Extension von Pridikatensymbolen (Klassen)

- die Extension des Bereichs "Dm" (Domain) der Quantoren

Fa ist wahr gdw 1(a) € I(F) VxFx ist wahr gdw VdeDm: d € I(F) etc.

(I — Die extensionale Interpretations-Funktion)




Modale Aussagenlogik - beriicksichtigt auch intensionale Satzoperatoren
[Ip fiir notwendig p, Op <> = J—=p fiir moglich p

Interpretationen werden in Bezug gesetzt zu moglichen Welten.

1A 1st wahr gdw A in allen moglichen Welten wahr ist.

Formale Modallogik behandelt mogliche Welten als 'Individuen’ ('Punkte);

= in diesem Sinne reduziert sie die Intension auf Extension iber mogliche Welten.

Klassische Logik: AL und PL AL = wahrheitswertfunktionale AL

Erweiterte klassische Logik: M-AL and M-PL (lasst intensionale Operatoren zu)

Einige wichtige Namen in der Geschichte der Logik:

Aristoteles: um 350 v.Chr. Syllogistik 300 v.Chr. Stoische Logiker
um 1200 n.Chr. Scholastische Logik (kaum Fortschritte...)
AL: um 1850 George Boole Mengenlehre: um 1880 Georg Cantor

PL: um 1880 Gottlob Frege, Charles S. Peirce
um 1900-20 Bertrand Russell, Ludwig Wittgenstein
um 1930 Kurt Godel, Alfred Tarski, .... (Metalogische Resultate, Semantik)

Modallogik: um 1920 Clarence Irving Lewis, 1945 Rudolf Carnap,
1960 Saul Kripke, Jakkoo Hintikka ...

12
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1.5 Beispiele nicht-klassischer (deduktiver) Logiken und nicht-logischer, analyti-
scher Wahrheiten

> Nichtklassische Logiken: - Nehmen nicht das Prinzip der Zweiwertigkeit an.
Intuitionistische Logik:
p wird behauptet --> p hat einen konstruktiven Beweis
—p wird behauptet --> es gibt einen konstruktiven Beweis von p zu einem Wider-
spruch

intuit. giiltig: —(pA—p), p —> ——p intuit. ungiiltig: pv—p, ——p = p

> Mehrwertige Logiken, Quantenlogik:

Ein Satz kann einen dritten, “unbestimmten” Wahrheitswert haben {w, u, f}

Ubungen:

1.4 Diskutieren Sie das Zweiwertigkeitsprinzip der klassischen Logik.

Was bedeutet die Annahme eines Wahrheitswertes "unbestimmt" fiir unsere
ontologische Auffassung der Welt?

1.5 Wie konnten verniinftige Wahrheitstafeln mit dret Wahrheitswerten {w,u,f} fiir
die Negation, Konjunktion, Disjunktion und materiale Implikation aussehen?

1.6 Uberlegen Sie sich eine Methode, die dreiwertige Logik auf die zweiwertige Lo-
gik innerhalb einer erweiterten Sprache zuriickzufithren, aufgrund der folgenden Be-
obachtung: p kann wahr, unbestimmt oder falsch sein; aber "p ist unbestimmt" ist

entweder wahr oder falsch.
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2. Naive und informelle Mengenlehre (in informeller PL !)

2.1 Grundlegende Konzepte, Prinzipien und Definitionen

Eine Menge = eine 'Sammlung' von Objekten/Individuen (beliebiger Art), die selbst
als einzelnes Objekt (als Individuum) betrachtet wird.
Eine Menge ldsst sich charakterisieren
— rein extensional, durch Auflisten ihrer Elemente
(nur bei endlichen Mengen moglich): {ai,...,an}
— durch eine gemeinsame Eigenschaft: {x: Px} = die Menge aller Objekte x,
fiir die "Px" gilt.
— durch eine rekursive Definition: z.B. die naturlichen Zahlen:
0 € |IN, und wenn n€|N, dann (n+1)e |N; sonst nichts.

Ein Objekt, das keine Menge ist: ein Urelement.

Wichtige Charakteristiken von Mengen: sie sind invariant gegeniiber Permutationen

und Wiederholung ihrer Elemente: {a,b} = {b,a} = {a,a,a,b,b} etc.

Achtung: Die naive Mengenlehre nimmt an, dass es fiir jede Eigenschaft P(x) eine

korrespondierende Menge gibt {x:P(x)}, genannt: die Extension von P.

1.) Naives Komprehensions--Axiom: fiir alle P: 3x(x = {y: Py}).

(Frege's Formalisierung der Cantorschen Mengenlehre.)

Hinweis: {ai,...,an} = {X: Xx=a1 Vv ... V X=an}

Px :=x=a;v...Vvx=a,
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2.) Das zweite Axiom der naiven Mengenlehre: Axiom der Extensionalitét:
Fiir alle Mengen A und B: wenn fiir alle x, x € A < xe€B, dann A =B.
VAB(Vx(x € A< xeB) = A=B).

Die Richtung < folgt bereits aus dem logischen Axiom der Ersetzung von ldenti-
schem, z.B. wenn A=B, dann Vx(x € A < xeB).

Extensionsgleiche Eigenschaften:

{x : x 1st ein lebender Organismus} = {x: x's Reproduktion basiert auf RNS oder

DNS}

Terminologische Konventionen:

A,B (indiziert)... stehen fiir beliebige Mengen.

a,b (indiziert) ... stehen fiir beliebige Urelemente.

Variablen x, y (indiziert X1, X»,...) variieren iiber Mengen oder Urelemente.
Ausnahme von der Grof3-/Kleinschreibungs-Konvention: f, g (indiziert) ... fiir Funk-
tionen = Mengen.

Die einzigen Pridikate (Relationen) der Mengenlehre sind die logische Relation "="
der Identitit und die primitive (in der PL nicht-logische, aber im weiteren Sinne lo-
gisch-mathematische) Relation "e":

a € A — Objekt a ist ein Element der Menge A

a ¢ A ist Abkiirzung fiir nichta € A a # b 1st Abkiirzung fiir nicht a =b.
a,b € A ist Abkiirzung fiir acA und beA.

=4 (oder auch =:) steht fiir Identitét per Definition

{xeA: Px} i1st Abkiirzung fiir {x: xe A A Px}

Vx,y: Pxy oder Vx,y(Pxy) — steht fiir VxVyPxy steht fiir: auf alle x und y trifft P zu.
VxeA: Px — steht fiir Vx(Ax = Px) steht fiir: auf alle x in A trifft P zu.
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Komprehensionsaxiom:

Russell's Antinomie (1903) zeigt, dass diese Annahme nicht generell zutrifft:

Die Annahme der Existenz einer Menge R := {x : x ¢ x} fiihrt zu einem Wider-
spruch.

Um dies zu sehen, frage man sich ob R € R?

— wenn R € R, dann R ¢ R. Und wenn R¢ R, dann R € R. Widerspruch!
Der Rest der naiven Mengenlehre sind Definitionen.

Definition (Teilmenge):
B c A gdw fiir alle x: xeB = x€eA. (B ist in A enthalten).

Def.: Echte Teilmenge: B < A gdw B A und B # A.
.

AUB =4r {x: xeA vxeB} = die Vereinigung von A und B (Skizzen zeichnen!)

Definition (Vereinigungsmenge):

Definition (Schnittmenge):

ANnB = {x:xeA AxeB} = die Schnittmenge von A und B

Definition ( relatives und absolutes Komplement):
A-B = {x:xeA undx ¢ B} (auch: A\B) (=AnNnB°)
Die mengentheoretische Differenz A minus B = das 'relative’ Komplement von B in

Bezug auf A.

AC¢ =4r {x:x ¢ A} (‘absolutes' Komplement von A; relativ zu einem Objektbereich

D) (=D-A)

Definition (Potenzmenge):

[P(A) := {x: x © A} =Potenzmenge von A (Menge aller Teilmengen)
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Definiton: |A| := die Kardinalitit der Menge A = die Anzahl von A's Elementen.
(Beachte: |{a,a}| = |{a}|=1.)

Definition: Leere Menge & (= { }): Vx: xed < x#x.
Aquivalent: Vx: x ¢ &. (Denn es gilt PL-Axiom: Vx(x=x) ).

Ubung 2.1: Nehmen Sie die folgenden zwei Mengen an, beide sind Teilmengen eines
Objektbereichs D, auf die sich das absolute Komplement bezieht:
D

2.2 Zeigen Sie auf, auf welche Teilmengen der Grundmenge (1,2,3,4) sich die fol-
genden Mengen erstrecken: AUB, AnB, A-B, B-A. A¢, B°, A°UB°, A°~B°.

2.3 Welche Menge ist AnA®? Welche Menge ist AUA®? Welche Menge ist A—A®?
Welche Menge ist A-A? Erldutern Sie warum & < A.
2.4. Was ist die Vereinigung von {1,2,3} und {4,5,3}?

2.5. Beweisen Sie: (a) (A—B) c A. (b) Ac AUB. (c) AmB c A.

2.6. Zeigen Sie: max(|A|, B]) < |AUB| < |A[+B|, wenn A und B endliche Men-
gen sind.

2.7. zeigen Sie, fiir endliche Mengen: |[AUB|=|A|+ B] < A und B sind dis-

junkt ( haben keine gemeinsamen Elemente)
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2.8. Esseien A = {1,3,4,5,6}, B = {3,5,7,8}, C = {2,3,6,9}. Konstruieren Sie AnB,
BNC, AUB, AUC, (AnB)U(ANC), A-B, (A-B)-C, A—-(BNnC), (A-B)u(B-C).

2.9. Konstruieren Sie alle Mengen von IP({1,2,3}).

2.10. Beweisen Sie:

(a) A U A°® = All-Menge (Objektbereich), (b) ANA° =, (¢) (AUB)° = (A°NB°), (d)
(ANB)° = (A°UBY), (e) (A%)°) = A, (f) Au(BNC) = (AUB)N(AUC), (g A - B =
ANB®

2.11. Reflektieren Sie die Ergebnisse aus (2.10): welche Beziehung besteht zwischen
den Operatoren U, N, ¢ der Mengenlehre und den Konnektiven der Aussagenlogik?

2.12. Beweisen Sie: B < A gdw B € |P(A).
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2.2 Relationen und Funktionen

Ein geordnetes n-Tupel: <ay,...,ap>. Ein geordnetes Paar: <a,b>.

Eine Liste von Elementen. Beriicksichtigt die Anordnung der Elemente; akzeptiert
Wiederholungen der Elemente.

<a,b> # <b,a>. <a,a>=  ein 2-Tupel.

Man kann n-Tupel als primitiv verstehen, oder sie ansonsten mengentheoretisch de-
finieren.

1) n-Tupel als primitiv: — sie miissen erfiillen

<af,...,ap> =<by,....b;y> gdw (i) n=m und (ii) aj = b; fiir alle 1<i<n.

(1) Dieselbe Anzahl von Plidtzen der beiden Listen (ii) An jedem Platz steht dasselbe

Element in beiden Listen.

2) Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, n-Tupel zu definieren.

Rekursive Definition von n-Tupeln nach Kuratowski:
Start: <a,b>:= {{a},{a,b}}.
Rekursion (Iteration): <ay,...,an,an+1> =df < <al,...,an>, an+1>.

Spezialfall: <a>:=a;<>:= .

Iterationen werden schnell kompliziert — aber man muss niemals die mengentheoreti-
sche Definition von n-Tupeln ausformulieren.
Notation: <aj : 1<i<n>=<ajy,...,ap>.

Mit einem Glied eines n-Tupels <aj : i=n> referieren wir immer auf irgendein a;.
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Die generelle Struktur einer rekursiven (induktiven) Definition:
Gegeben: eine so genannte quasi-wohlgeordnete Menge A:
Ihre Elemente sind angeordnet nach R&ngen durch natiirliche Zahlen (Quasi-

Ordnung): Elemente des Ranges 0, 1, 2,...

= Rekursive Definition einer Eigenschaft C < A auf A:

Startklausel: C(a) ist definiert fiir alle Elemente a des Ranges O.

Rekursive Klausel(n): fiir alle Elemente xe A des Ranges n wird der Besitz der Ei-
genschaft C (also C(x)) definiert durch den Besitz der Eigenschaft C durch bestimmte
Elemente y also C(y);), deren Rang niedriger ist als n.

Darauf bezieht sich: Axiom der starken Induktion.

Spezialfall: C(x) wird definiert mit Hilfe von C(y) fiir bestimmte Elemente y vom

Rang n—1. Darauf bezieht sich: Axiom der schwachen Induktion.

Wichtig: Auch wenn das Definiendum-Priadikat im Definiens auftaucht, fiihrt eine

rekursive Definition nicht in einen Zirkel oder infiniten Regress.

Beispiel rekursiver Def: Startklausel: Adam und Eva waren Menschen.
Rekursive Klausel: x ist ein Mensch wenn x's Eltern Menschen waren.
Vgl. dazu die nicht-rekurisve Def. (Aristoteles):

Definiendum Definiens

X 1st ein Mensch <df X 1st ein rationales Tier

Rekursive Definitionen bendétigt man, um die fundamentale Beweistechnik der ma-
thematischen Induktion anwenden zu kdnnen

(nicht zu verwechseln mit empirischer bzw. Humeschen Induktion)
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Naive Arithmetik: Vorausgehende Fakten iiber nattrliche Zahlen:

IN - die Klasse aller natiirlichen Zahlen 0, 1, 2, ...

i, j, n, ng, np... variiert iiber Elemente von [N.

Fakten: 1. <ist eine strikte und totale (lineare) Ordnungsrelation < iiber IN, und < die
korrespondierende (totale, oder lineare) schwache Ordnung tiber N, definiert durch
n<m =¢ n<m v n=m. (Hinweis: metasprachl. Identitiit, nicht Aquivalenz)

2. 0 1st das kleinste Element von N : ¥VnelN, n>0.

3. Jedes neIN hat einen direkten Nachfolger, n+1.

4. Jedes neIN verschieden von 0 hat einen direkten Vorginger, n-1.

Axiom der schwachen Induktion (WI weak induction): Fiir jede Eigenschaft P:

Start:  P(0) = VnP(n)
Vn (P(n) = P(n+1))
A4
IH (Induktionshypothese) Induktionsschritt (IS)

Anwendung der WI: Auf |N, oder auf einer beliebigen unendliche Menge, deren Ele-
mente Range besitzen, indiziert durch natiirliche Zahlen.

Quasi-Ordnung: mehrere ranggleiche Elemente werden zugelassen.

Die Eigenschaft P allquantifiziet dann iiber Elemente gleichen Rangs, d.h.
VxeRang(n):P(x) = VxeRang(n+1):P(x).

Ubungen 2.13. Beweisen Sie durch schwache Induktion nach n: wenn Menge A n
Elemente hat, dann hat [P(A) 21 Elemente.

n —|-1
2.14 Beweisen Sie durch schwache Induktion, dass Zi = %)
i=0

2.15 Beweisen Sie durch schwache Induktion, dass 2™! = To<i<n2! + 1.
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Starke Induktion (strong induiction s.1.): Fiir jede Eigenschaft P:
Vm<n: P(m) = P(n) — VnP(n)

— Diese Form wird in induktiven Beweisen der Metalogik haufig angewendet.

Ubung 2.15a: zeige warum s.1. logisch anscheinend stéirker ist als wl, indem man zei-

ge: Wenn A |—A’, dann (A—>B)—C |—(A’—>B)—>C (| logische Folgerung .:)

Theorem: Schwache und Starke Induktion sind &quivalent.

Achtung: Dieses Theorem gehdrt in seiner Schwierigkeitsstufe erst ins Ende des Kur-
ses. Es jedoch eine wichtige Voraussetzung, um Metalogik zu betreiben (man erinne-
re sich an den Zirkel von Logik und Metalogik). Daher stellen wir seinen Beweis
schon hier vor, in einer semi-formellen Notation. Wir fassen oft mehrere PL-Schritte
in 'einen Schritt' zusammen, in dhnlicher Form wie dies im informellen mathemati-
schen Beweisen geschieht.

Zu informellen Beweisen: in der informellen Logik (Mathematik) wird nicht, so wie
in der Logik I, zwischen gebundenen Individuenvariablen (X, y, ...) und freien Indi-
viduenvariablen (a, b,...) syntaktisch unterschieden. Es wird einfach angenommen:
wird X (y,...) durch einen Quantor gebunden, so fungiert x als gebundene Iv.,, und
wenn nicht, fungiert es wie eine freie Iv. Der Schluss der universellen Instanziierung
(UI) kann daher auch die Form VxA[x] / A[x] haben, und der Schluss der universel-
len Generalisierung die Form A[x]/ VxA[x]. [ Hinweis: Die Variablenbedingung aus
Logik I fiir quantifizierte Formeln und Schliisse der Form VxA[x] / A[t/x] wird durch
Bedingung fiir korrekte Termsubstitution "A[t/x]" ersetzt (s. spéter).]

(in der informellen Logik schreibe ich = statt —)

Ubung 2.16: Strong Induction (SI) = Weak Induction (WI):
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Beweis der Richtung: weak induction (WI) = strong induction (SI):

Der Trick besteht darin, die Eigenschaft "Vy<x:Py" als komplexe Eigenschaft "Qx"
zu betrachten und dariiber schwache Induktion zu betreiben.

In Schritten (6) und (14) wird das Antecedens der schwachen Induktion fiir die kom-
plexe Eigenschaft "Q" schlieBlich etabliert.

In den Schritten 4a bis 4e wird exemplarisch gezeigt, wie ein typischer informell-
mathematischer Schritt von (4) zu (5) in kleinere Einzelschritte zerlegt werden kann,
die Regeln des PL-Kalkiils entsprechen, welche wir erst im hinteren Teil dieses
Skriptums im Detail entwickeln werden.

(1) (Antecedens-SI:) Vx(Vy<xPy = Px) KB-Ann

(2) Qx = Vy<x:Py Definition (eliminierbare Pramisse)
(3) Vx(Qx = Px) 142, Ersetz. von Aquival., Theorem PL
(4) —dy:y<0 Pramisse iiber [N
da —HA = Vy—A PL-Theorem (beliebige A)
4b vy —y<0 MP 4, 4a-Instanz
4c —y<0 Ul 4b
4d -A=A=B) AL-Theorem (beliebige A, B)
4e (y<0 = Py) MP 4c, 4d-Instanz
(5) Vy<O0: Py UG 4e (mehrere PL-Schritten aus 4)
(6) Q(0) Ersetz v. Aquival. aus (5) und (2)
(7) Qa KB-Ann
(8) Vy<a:Py Ersetz Aquiv (2), (7)
(9) Pa aus (3), (7) mit Ul und MP
(9a) Vy=a: Py PL-Schritt aus (9)
(10) Vy<(atl):y<avy=a Pramisse tiber [N
(11) Vy<(at1): Py durch PL-Schritte aus 8,9a,10
(12) Q(a+1) Ersetz Aquiv 2, 11
(13) Q(a) = Q(at+1) KB 7-12
(14) Vx(Q(x) = Q(x+1)) UG 13, VB bzgl a erfiillt
(15) (Q(0) A ¥x(Qx = Q(x+1)) = VxQx Pram. Weak. Ind.
(16) VxQx AL-Schritte aus 6,14 und 15
(17) VxPx PL-Schritte aus 3, 16
(18) Vx(Vy<xPy = Px) = VxPx KB 1-17, := Strong Ind.

************************Ende BCWCiS sk 3k s sk s sk s sk sfe ke s sk sk skeosk sk skosk skok skok
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Definition (cartesisches Produkt):

1. A1 % ... x Ap=df {<X1,....Xp> : Xj € Aj fiir alle 1<i<n}.

2.An=Ax ... xA. Also Al=A, und A0 ={ <>} = {,
v A2= AxA

[llustration: A x B = {<x,y>: xeA A yeB} (Figur)

AxBxC ={xy,z>:xeAryeB A zeC} etc.

Terminologische Konvention in dieser Definition:

{f(x) : xe A} = {y: existiert x so, dass y = f(x) und x € A}.

Achtung: das cartesische Produkt ist nicht kommutativ.

Ubungen:
2.17. Schreiben Sie die Menge {1,3,4} x {2,4,6} auf.
2.18 Zeigen Sie: A x (BUC) = (AxB)U(AxC).
Zeigen Sie, dass AU(BxC) =(AUB) x (AUC ) nicht gilt.
2.19. Beweisen Sie durch schwache Induktion: wenn A n und B m Elemente hat,

dann hat AxB n-m Elemente.

Definition (Eigenschaften, Relationen —im extensionalen Sinne):

Eine n-stellige Relation R tiber (auf) einer Klasse A ist eine Klasse von n-Tupeln von
Elementen aus A — wir schreiben: R < An.

Eine Eigenschaft iiber A ist eine 1-stellige Relation tiber A — eine Teilmenge von A.
Wir schreiben R(ay,...,ay) fiir <ap,...,ap> € R.

Im Falle bindrer Relationen schreiben wir aRb fiir <a,b> € R.

Nb.: Es gibt nur zwei 0-stellige Relationen, {} = &, und {<>} = {J}

(:= Ordinalzahlen 0 und 1; die Wahrheitswerte von 0-stell. Pradikaten = Aussagevar.)

Generalisierung:
Eine n-stellige (typisierte) Relation zwischen Aj,...,Ap (in dieser Anordnung) ist eine

Eigenschaft iiber A1x...xAp.
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Definition (Funktionen - im extensionalen Sinne): f, g, ... (Mengen)
1. Eine (einstellige) Funktion (Abbildung) von A in (nach) B, geschrieben als f:
A—B, ist eine bindre Relation zwischen A und B, f < AxB, welche die folgenden
zwel Bedingungen erfiillt:
(1) Funktionalitat oder Rechtseindeutigkeit: Vx,y,z: <x,y> € fund <x,z> € f =
y=Z.
(2) Der Argumentbereich (Objektbereich) von f, dom(f) := {x: Jy(<x,y> € f)},
deckt alle Objekte in A: dom(f) = A ab.
— Def.: Der Wert von f an (der Stelle) x, geschrieben als fx oder f(x), ist das einzi-
ge y so dass <x,y>€ f (auch geschrieben: y = f(x)).
— Def.: Der Wertebereich von f, ran(f) := {y: <x,y>e€ f fiir irgendein X} =ger
{f(x): xedom(f)}.
Anmerkung: ran(f) c B (ran(f) kann eine echte Teilmenge von B sein).
2. Generalisierung: Eine n-stellige Funktion von A1,...,Ay nach B, f:A1x...xAp—>B,
ist eine einstellige Funktion von A1x...xAp in B;
— d.h. eine (n+1)-stellige Relation liber A1x...x ApxB mit
— VXi,...,Xn,¥,Z: <X1,...,Xn,y> € fund <xi,...,xp,2> € f = y=z.
— dom(f) = {<x1,....,xp>: Fy(<X1,....Xn,y>€f)} = A1x...xAp
3: Wichtige Begriffe: f:A—B ist
a) eine Funktion von A auf B, oder eine surjektive Funktion, gdw ran(f)=B.
b) eine injektive Funktion, oder eine eins-zu-eins (1:1) Funktion gdw sie
linkseindeutig ist, d.h. gdw Vx,yedom(f): xzy = f(x)={(y).
¢) eine bijektive Funktion gdw sie surjektiv und injektiv ist. Wir schreiben auch
f:A—B.
Die Klasse von Paaren {<x,y>: xedom(f) und y=fx} der Graph der Funktion f ge-
nannt.
— Mengentheoretisch sind eine Funktion und ihr Graph identisch.
Sonderfall: Eine 0-stellige Funktion von A nach B ist identisch mit einem Individu-

umb €B
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4. Fiir ein gegebenes f:A—B und die Teilmenge C — A, wird fTC: C—»B die Restrik-
tion von f auf den Argumentbereich C genannt,

und definiert durch (fTC)(x) = f(x) fiir alle xeC.

Anm.: Mit Hilfe der Konzepte von Paar und Funktion kann man n-Tupel in einer al-
ternativen, aber dquivalenten Weise wie folgt definieren:
<ap,...,ap> = die Funktion f:{1,...,n} — {ay,...,an} sodass f(i) = aj

fiir alle i€ {1,...,n}.

Ubungen:

2.19a Was ist die Menge aller Eigenschaften iiber eine gegebene Menge A? Was ist
die kleinste Eigenschaft iiber A? Was ist die grofite Eigenschaft iber A?

2.20 Schreiben Sie die (den Graph der) bindre(n) Relationen x > y (grofier-als), x=y,
und x <y iiber {1,2,3,4}% auf. Zeichnen Sie den Graphen in einer Matrix mit Zeilen
1,2,3,4 und Spalten 1,2,3,4. Interpretieren Sie die 'Geometrie' des resultierenden Bil-
des.

2.121 Eine bindre Relation R < AxB wird unabhangige Komposition genannt gdw
V<x1,y1>, <X2,y2>€R: <x1,y2>€R und <xz,y1>€R.

Beweisen Sie: R ist eine unabhiangige Komposition gdw R = dom(R)xran(R),

wobeil Argument- und Wertebereich von R < AxB wie folgt definiert sind:

dom(R) = {xeA: <x,y>€R}, und ran(f) = {yeB: <x,y>eR}.

2.22 Welche der folgenden Relationen ist eine Funktion:

(a) {<n,m>e[N2: m =}, (b) {<x,y>: y ist die Mutter of x}, (c) {<x,y>: y ist der Sohn
von x}, (d) {<n,n+1>: neIN}, {<x,y>:y ist der Hauptwohnsitz von Person x}.

2.23 Welche der folgenden Funktionen sind injektiv, surjektiv, bijektiv:

(a) f(n) =n+1 on IN, (b) f(n) = n+1 auf Ganze Zahlen, (c) f(r) = die kleinste natiirliche
Zahl, groBBer-gleich r auf reelle Zahlen, (d) f(x) = die Mutter von x, auf Menschen, (e)

f(x) = der Ehemann von x, auf verheiratete Personen.
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2.24 Definieren Sie fiir eine Funktion f:A—B ihre Umkehrung als die folgende Rela-
tion zwischen A und B: ! = {<y,x>: <x,y> ef}.

Beweisen Sie: (a) ! ist eine Funktion gdw f injektiv ist.

(b) dom(f™") = B gdw f surjektiv ist. (dom(f™) := {x: Jy(<x,y> € 1)}

(c) f!ist eine bijektive Funktion gdw f eine bijektive Funktion ist,

(d) vorausgesetzt f™! ist eine Funktion: Vxedom(f): f-1(f(x)) = x.
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3. Aussagenlogik

3.1 Die formale Sprache der Aussagenlogik

L - die Sprache der Aussagenlogik.
L wird (fiir gewohnlich) mit der Menge ihrer (wohlgeformten) Formeln gleichge-

setzt.

Das Alphabet von £ besteht aus:

— nichtlogischen Symbolen: einer abzidhlbaren (potentiell unendlichen) Menge & von
Aussagevariablen (propositionalen Variablen, atomaren Sitzen) pi, p2,...,q,... € &.
— logischen Symbolen: (Konnektiven, Operatoren): —, v, A, — (als grundlegend
verwendet)

— Hilfssymbolen: Klammern ( , ) — sie sind Teil der logischen Symbole.

Formal: das Alphabet A(L) =P U {—,v,A,—,(,)}

Hinweis: Fiir die klassische Logik, wiirde z.B. {—,v} als Grundlage reichen; in der

intuitionistischen Logik (zum Vergleich) sind {—,v,A,—} notwendig.

Eine Zeichenreihe (Konkatenation, String) von £-Symbolen wird £-Zeichenreihe ge-
nannt.
Beispiele: p—, —-p, )Aq—, etc. (die meisten davon sind nicht wohlge-

formt!)
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Definition: Die Lange einer Formel = die Anzahl der Vorkommnisse alphabetischer

Symbole in der Formel, inklusive Klammern, und ohne Klammerkonventionen.

Anm.: Eine £L-Zeichenreihe kann mengentheoretisch als die Abbildung eines An-
fangsmenge natiirlicher Zahlen (n+1 = Linge) in das Alphabet A(L) =df
PO {—=,v,A,—,(,)} von L definiert werden. Z.B.: (pA—q) ist die Abbildung s:
{0,1,2,3,4,5} — A(L) sodass: s(0)=(s(l)=p,s2)=~A,s3)=—,s(4)=q,s(5)=).
Wir erlauben auch die leere Zeichenreihe " "
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s, S1,... seien Meta-Variablen, die iiber Zeichenreihen variieren (laufen).

S(L) ist dic Menge aller £-Zeichenreihen, inklusive der leeren Zeichenreihe.

Definition (wohlgeformte Formel, wff, £): Fiir alle se S(£).
1. (Start): seP —=>sel
2.sel =>-s €L
3.1, € £ =(s1vsp) e L
(sins) € L
(s;—>s2) e £

(4. nichts sonst ist eine Formel)

Der Grad der Komplexitat einer Zeichenreihe = die Anzahl der Vorkommnisse von
Konnektiven, die darin enthalten sind. Dieser Grad definiert die Quasi-Wohlordnung
fiir S(L) und fiir L.

— Die obige Definition ist rekursiv Giber dem Grad der Komplexitat.

Die "nichts sonst"-Bedingung ergibt sich implizit aus einer rekursiven Definition:

L :=die kleinste Menge von Zeichenreihen, abgeschlossen unter den Regeln 1., 2.
und 3.

Beispiel fiir eine nicht-rekursive Formregel wére:

—s el = sel thre Anwendung flihrt zu einem infiniten Regress
——S & s & s : prifen Sie s!

Anmerkung: Auch wenn £ finit ist, gibt es unendlich viele Séitze.

Aber wir werden spéter zeigen, dass es in diesem Fall nur endlich viele paarweise

logisch nicht-dquivalente Sitze gibt.

-> Ab jetzt sind A, B,... (indiziert) Metavariablen, die liber Formeln laufen (so ge-

nannte Schemata). I', A,... (indiziert) sind Metavariablen, die beliebige (potentiell

unendliche) Mengen von Formeln nach Réngen ordnen.
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Jede rekursive Definition von C < A kann, im Prinzip, in eine nicht-rekursive trans-
formiert werden, durch die Methode einer finiten Konstruktion flr jedes Element von

CcA Am Beispiel von wffs:

Definition (g-Konstruktion):

Eine g(rammatische)-Konstruktion einer Zeichenreihe s ist eine finite Sequenz

<s1,...,Sp> von Zeichenreihen, sodass sy = s und jedes Glied si durch die Startregel
1, oder durch ein vorangegangenes Glied, nach den Regeln 2 oder 3, konstruiert wird.
d.h.: fiir jedes 1 gibt es j, k <1, sodass entweder si € & oder s;j = —sj oder s; = (sj0sk)
mit 0 {V,A,—}.

Ferner (Ausschluss redundanter Elemente & Baumform): jedes nicht-letzte Glied s; (i
< n) ist Regel-Vorbedingung fiir ein und nur ein spateres Glied s; (71). (Ergo: Eine

Aussagevariable muss so oft eingefiihrt werden, wie sie in der Formel auftaucht.

G-Konstruktionen kénnen gut als Strukturbdume veranschaulicht werden:
Beispiel: p q p

(=p > —q)
(=p > —=9)) v p)

Lineare Notation (v.L.n.r.): <p,q,p,—p,—q,(—p—>—q), ((=p—>—q)Vvp)>.

Metasprachliche Definition: (A<> B) := ((A—B) A (B—>A)).
(Frage: warum benutze ich "=" und nicht "<>"?)
(Exklusives Oder: (AVB) 1> (AvB) A =(AAB) (<> (A<>—B) ):

Logische Konstanten: T fiir "Verum", eine Tautologie; L fiir “Falsum”, eine Kontra-
diktion.

Oft als primitiv benutzt; oft definiert: Verum T := (pv—p), Falsum L :=(pA—-p)
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Konvention fur Klammern:
1. Die duBersten Klammern konnen weggelassen werden (beziigl. bindrer Operato-
ren).
2. Klammern kénnen nach der folgenden Priferenz der Bindung weggelassen wer-
den:
2a: A, v binden stirker als —, <>
Beispiele: pAq — rin Ordnung, pAq vr nicht in Ordnung.
Wichtige Anmerkung: Formregeln miissen mit auReren Klammern aufgestellt

werden, weil sie auf Teilformeln angewandt werden.

Ubung 3.1: Welche der folgenden Zeichenreihen sind wohlgeformt, und welche
Klammerkonventionen wurden verwendet? Wenn sie wohlgeformt sind, zeichnen Sie
thren Strukturbaum: —(p—q), pvga—r, (=(p—q)), ((pAQ)Vr), pA—=Qq <> —IAS,
(1vp)AA, r1—>(—(12vs) A s), (—pVv(gA(—s)))—t.

Wichtige metalogische Beweismethode: Induktion (ber der Komplexitat von For-

meln:

um zu beweisen, dass eine Eigenschaft P fiir alle Formeln gilt, beweisen wir, dass:
— P fiir alle pe & gilt

—wenn P fiir Ae£ gilt, P auch fiir - A gilt

—wenn P fiir A, B € £ gilt, es auch fiir (AvB), (AAB), und (A—B).

In anderen Worten wenden wir die starke Induktion {iber die Eigenschaft P*(n) fiir
natiirliche Zahlen an: "alle Formeln des Grades der Komplexitdt n haben die Eigen-
schaft P*

Anmerkung: Induktion ist 'schwach' fiir Negation, aber 'stark' fiir zweistellige
Konnektive '0' (Wenn P(A) und P(B) fiir alle A, B mit Kompl(A), Kompl(B) < n,
dann P((AoB)).
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Fiir das folgende Theorem, lassen wir (fettgedruckt) s iiber Sequenzen von Zeichen-
reihen laufen.
Wenn s1 und Sp Sequenzen sind, dann ist S1Sp ihre Konkatenation.

Z.B.,s1=<1,3,4>,s2=<4,3,5>, dann S15p = <1,3,4,4,3,5>.

Hinweis: das folgende Theorem scheint trivial. Man lernt dabei, wie induktives Be-
weisen funktioniert.
Theorem (g-Konstruktion):

Fiir alle seS(£L): s €L (gemal der rekursiven Def.) <> s hat eine g-Konstruktion.

Beweis:

(Links-nach-Rechts) =»: Nehmen wir an s = A € £. Zu beweisen ist, dass A eine
g-Konstruktion hat, mittels Induktion nach der Komplexitédt der Formel A:
Anfangsschritt: Wenn A €&, dann ist <A> eine g-Konstruktion von A.

Negation: Wenn A = —B, dann hat B eine g-Konstruktion S(B) nach IH. Dann ist
s(B)<=B> eine g-Konstruktion von —B.

Binare Konnektive: Wenn A = (BoC), fiir oe{v,A,—}, dann haben B und C g-
Konstruktionen s(B) und s(C) nach IH. Dann ist $(B)S(C)<(BoC)> eine g-
Konstruktion von (BoC).

(Right-to-Left) «<: Nehmen wir an s hat eine g-Konstruktion S — dann ist s S's letz-
tes Glied.
Zu beweisen ist, dass s eine Formel ist durch Induktion iiber dem Komplexititsgrad
von Zeichenreihe s:
1. Wenn Grad(s) = 0: dann kann s in s nur durch die Regel 1 eingefiihrt werden. Also
se .
2. Angenommen Grad(s) = k> 0: Dann muss s in S durch die Regeln 2 oder 3 einge-

fiihrt werden. Also hat s die Form —s; oder (s10s2). Da s und sp Grade < k haben,
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sind sie nach IH Formeln. Also ist s dementsprechend eine Formel, nach der Regel 2

oder 3. Q.E.D.

#3434V ERLAGERN IN DIE UBUNG: s s sk sk siestestesfese sk sk stk

nur fettgeschriebene Ubungen werden gemacht

Weglassen: Ubung 3.2: Beweisen Sie durch Induktion auf die Komplexitit von For-
meln:

Die Anzahl der Knoten im Strukturbaum einer Formel (d.h., die Anzahl der Glieder
in der g-Konstruktion der Formel) = die Linge der Formel minus 2- die Anzahl der

Klammern darin.

Teilformel:

Nicht-rekursive Definition einer Subformel:
B ist eine Teilformel von A gdw die A Form s1Bs? hat.

Anmerkung 1: sy, sp konnen leer sein.

Anmerkung 2: B muss mit dulleren Klammern geschrieben werden. Z.B., pvq ist kei-
ne Teilformel von —pvq.

Nicht-rekursive Definitionen sind haufig einfacher zu verstehen. Fiir Beweiszwecke

muss man sie in rekursive Definitionen Uberfihren:

Rekursive Definition von "B ist eine Teilformel von A" (Rekursion auf A in Relation
zu B).

1. A ist Teilformel von A (eine unechte Teilformel).

2. Wenn B Teilformel von A ist, dann ist B auch Teilformel von —A.

3. Wenn B Teilformel von A ist, dann ist B auch Teilformel von (AoC) und von

(CoA) (0e{v,A,—>})
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Weglassen: Ubung 3.3: Beweisen Sie, dass die rekursive- und nicht-rekursive Defini-
tion von "B ist Teilformel von A" dquivalent sind, durch Induktion auf die Komplexi-

tat iiber A mit gegebenem B (Start: A = B).

Wir unterscheiden zwischen einem Symbol oder einer Teilformel, die in einer Formel
vorkommt, und den Vorkommnissen dieses Symbols oder dieser Formel (angezeigt
durch die Stellenzahl). Beispiel: (p—(qv—p)) = p. (— kommt 2 mal vor, p kommt

3 mal vor.)

Definition (Bereich, dullerstes Operatorvorkommnis):

1. Der Bereich eines Operator-Vorkommnisses in einer Formel A ist das kleinste
Teilformel-Vorkommnis, das dieses Operator-Vorkommnis enthilt.

2. Das &auBerste Operator-Vorkommnis eines Teilformel-Vorkommnisses X in A ist

das Operatorvorkommnis in A, welches X als seinen Bereich hat.
Theorem (eindeutige Lesbarkeit):

Fiir jedes AeL: jedes Operator-Vorkommnis 0 in A korrespondiert bijekiv mit ei-

nem nicht-atomaren Teilformel-Vorkommnis in A, welches der Bereich von 0 ist.
Bild:—T((p/\T—'_q)T/r) S

= Beweisen: Ubung 3.4: Beweisen Sie das Theorem der eindeutigen Lesbarkeit

durch Induktion iiber die Komplexitidt von Formeln.

Zur Erinnerung: Die Methode der Wahrheitstafeln beruht auf dem Theorem der ein-
deutigen Lesbarkeit:
Z.B.‘pq rs - ((pA—=q)Vv I) > s

‘0110 0 0001 11 10
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Ubung 3.4a: Die 'polnische Notation' ist eine klammerfreie Notation fiir Formeln.
Der Operator wird vor die (ein oder zwei) Formel(n) geschrieben, die sein(e) Argu-
ment(e) ist/sind. Schreiben Sie die folgenden polnisch notierten Formeln in Klam-
mer-Notation um (Achtung: am besten von rechts nach links lesen):

—|—)pq, AP—/Q, —|—)V—|pq/\—|rs, —)V—|pAq—|ST.

#kik% X ENDE VERLAGERN IN UBUNG kst ekt
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3.2 Semantik der Aussagenlogik

Definition (Bewertung fiir Aussagenlogik):
1. Eine Bewertungfunktion (Interpretation, Wahrheitsbewertung) von £ ist eine Funk-
tion v:9—>{0,1}

(1 fur wabhr, O fiir falsch).

2. Die Bewertung wird rekursiv auf nicht-atomare Formeln wie folgt ausgedehnt:

(v—) v(=A)=1 wenn v(A) =0, sonst v(—A) =0.
(va) v(AAB) =1 wenn V(A) =1 und v(B) =1, sonst v(AAB)=0.
(vv) v(AvB)=1 wenn V(A) =1 oder v(B) =1, sonst v(AvB)=0.

v(—) v(A—-B)=1 wenn v(A)=1= v(B)=1 (also wenn v(A)=0

oder v(B)=1) — sonst v(A—B)=0.
3. Wir schreiben auch v |== A statt v(A)=1 und sagen, v erfiillt oder verifiziert A, o-
der, v ist ein Model flr A.
Wenn v(A) =0, d.h. v |=/= A, sagen wir, dass v A falsifiziert, oder nicht erfiillt, oder,
v ein Gegenbeispiel fiir A ist.

4.v|=T (verfilltI') gdw v|=A fiir alle Aerl.

Philosophische Bemerkung: Die Satze in 2 werden normalerweise als Wahrheitsta-
feln geschrieben. Die gegebene Formulierung zeigt, dass die Beschreibung dieser
Wahrheitsfunktionen der aussagenlogischen Operatoren in der Metasprache bereits
diese Operatoren und ihre logische Bedeutung in der Metalogik prasupponiert. Dies
ist ein Beispiel fur den Zirkel der Metalogik.

Da der Konjunktions-Operator der Metasprache dieselbe Bedeutung wie der der Ob-
jektsprache haben soll, sagen wir grundsatzlich:

"A und B" ist wahr gdw "A ist wahr" und "B ist wahr".

Dies zeigt uns wie "wahr" iiber "und" distribuiert.
Wahr(Und(A,B)) <> Und(Wahr(A),Wahr(B)).

Aber es kann nicht die Bedeutung von "und" aus dem Nichts definieren.
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Mein Ansatz flir nichtzirkuldre Rechtfertigung von Logik-Systemen: Optimalitats-
Rechtfertigung — durch universelle Ubersetzbarkeit nichtklassischer in die klassische
Logik. Verallgemeinert: anderer Logiken in die eigene Logik. (Gehort in eine andere

LV).

Fiir Ae £, definieren wir: P(A) = die Menge der Aussagevariablen, die (irgendwo) in

A vorkommen. Z.B., £(—=(p—(qvp))) = {p, q}.

Auch das folgende Theorem scheint trivial — ist aber streng genommen zu beweisen.
Theorem (Wahrheitsfunktionalitit fiir Formeln, Extensionalitit):
Vi, v2 seien zwei L-Bewertungen (man erinnere sich an die "Restriktion" D von
fiA—>BaufDc A")
Wenn viT2(A) = v2TP(A), dann vi(A) = va(A).
Induktiver Beweis: 1. A = pe&: nach Voraussetzung.
2. A=—B: wegen vi T2(=B) = voT2(—B) gilt auch vi T2(B) = voT2(B)
nach IH, vi(B)=v2(B). Also vi(—B) = v2(—B), weil — wahrheitsfunktional ist.
3. A = (BvC). wegen viT2((BvC)) = v2TP2((BvC)) gilt auch viT2(B) = voT2(B)
und viT2(C) = v2T2(C.)
Daher nach IH, v{(B)=v2(B) und v(C)=v2(C).
Also vi(BvC) = va(BvC), weil v wahrheitsfunktional ist (genauso fiir A, —).

Anmerkung: vT9(A) korrespondiert genau mit einer Wahrheitswertzeile fiir A.
Definition (logisch determinierte, semantische Eigenschaften):
1. A ist logisch wahr, oder giiltig, oder eine Tautologie, kurz |[—A, gdw A von allen
v:9$—{0,1} erfullt wird.
A st erfiillbar gdw A von irgendeinem v:$—{0,1} erfiillt wird.
I" ist erfiillbar gdw irgendein v:9#—{0,1} jedes Al erfiillt.
A 1st logisch falsch gdw kein v:9—{0,1} A erfillt.
2. A folgt logisch aus I', oder der Schluss I / A ist giiltig, kurz T'|—A, gdw
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fiir alle v:#—{0,1}, wenn v I erfiillt, dann erfiillt v A.

Anmerkungen: [F—A (gemidB 1.) gdw & |— A (gemiB 2.).
A ist erfiillbar gdw ||-/- —A.
Konvention: Wir schreiben:
ILA|B firT U{A} B [LA|I—B fir TUA |—B

Man unterscheidet zwischen Logik, als Menge aller L-wahren Formeln verstanden,
und ihrer korrespondierenden Folgerungsrelation!
L steht fiir Aussagenlogik: = {A: [F—A}.

||— steht fiir Folgerungsrelation.

Aussagenlogik ist semantisch entscheidbar
— durch Wahrheitstafeln
— durch reductio ad absurdum via Wahrheitswertzeilen (Logik I: noch kiirzer).

— durch semantische reductio ad absurdum via Beth-Tableaus (etwas umsténdlicher)

**k*FXWIRD WEGGELASSEN*® ¥ * %%

Beispiel eines Beth-Tableau: (—rAg—>—p) |F— (pAg—r)
(Berechnung nur durch
Dekomposition) Wahr | Falsch
—IAQ —>—p | pAG—OT
pAq | I
p
g
—IAqQ —p
—r q p
r
komplett komplett komplett
geschlossen  geschl. geschl.

Reductio ad absurdum mit Wahrheitswertzeilen:
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(=rAq > =p)l— (parg > 1) (Hier Ubertragen wir W-Werte; das tun
wfww w wf www f f wir in Beth-Tableaus nicht)

Wabhrheitstafel: hat 8 Zeilen.

Ubung 3.5:

Finden Sie den Wahrheitsstatus (L-wahr, kontingent, L-falsch) oder Gultigkeitsstatus (gul-
tig, ungaltig) mit Beth-Tableaus heraus:

1) (=p A q) —=1) s |F—s =@ >(p v q)),
2)A—>B,C—>D |—(AAC)—>(BAD),

3)(p A Q) o1, =q >—r |F— p -,
HAABVC)->(AAB)V(AAQ,

5) ((A »>B) A (C -5D)) >((A A C) >(B A D)),

6) (pvq) > Vvs),p>a(rat),se t|F—p-t,
7) (A ->B) A (C -5B)) >((A v C) ->B)

8) (A —>C) A (A ->B)) =>(A —(C A B)).

*kFxXXENDE WEGLASSEN** %%
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Substitution:
Logische Wahrheit bzw. Giiltigkeit ist eine Eigenschaft von Satz- bzw. Schlusssche-
mata <

Giltigkeit ist geschlossen, bzw. wir erhalten, unter der Operation der Substitution

Definition von Substitution:
1. Eine Substitutionsfunktion s ist eine Funktion s: # — L.
Z.B.: s(p1) = (p1—p2), s(p2) = —(p7vps), etc.
2.1 Nicht-rekursive Definition: Das Resultat der Anwendung von s auf A, s(A), ist die-
jenige Formel, die aus A durch simultane Ersetzung aller Vorkommnisse irgendeines
pe& in A durch s(p) resultiert.
Z.B., s(pir—p2) = ((p1—p2) A =—(p7vps)), etc.
2.2 Rekursive Definition:
a) Fiir pe? ist s(p) direkt durch 1 gegeben.
b) s(—A) = — s(A).
c) s(AvB) =s(A) vs(B), s(AAB) =s(A) A s(B), s(A—>B) =s(A) — s(B).
3. Fiir Mengen von Formeln: s(I') = {s(A): Ael'}
Theorem (Substitution):
1. L ist geschlossen unter Substitution, d.h.: [—A = |F—s(A).
2. |—ist strukturell, d.h. : T A = s(I') |[—s(A).

Beweis. Wir entwickeln zuerst das:

Koinzidenz Lemma: Fiir gegebenes s und v, definiere: vg: —{0,1}, sodass

vs(p) = v(s(p))-
Dann gilt fiir alle A € £L: vg(A) = v(s(A)).

Erlauterung am Beispiel:

Annahme: s(p) = (pA—q), s(q) = (—pvQ).

Annahme: A = pa—q  Also: s(A) = (pA—q) A —~(—=pVvq)

Ang. v(p) =1,v(q) =0. Dann: vy(p) = v(pA—q) = 1, und vs(q) = v(—pvq) = 0.
vs(A)=1A=0=1. v(s(A)) =v((pAr—q) A =(—pvq)) = 1 A =0=1.
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Beweis Lemma: 1. A = p atomar: vg(p) = v(s(p)) per Definition.
2. A=-B: vg(—=B)=1 gdw vg(B) =0 [per rek. Def. von v]

gdw v(s(B)) =0 [per [H]

gdw v(— s(B)) =1 [per rek. Def. von v]

gdw v(s(—B)) =1 [per rek. Def. von s: s(=B) = —s(B)] .
3. A=(BVvC): vg(BvC) =1 gdw vg(B) = 1 oder v5(C) = 1 [per rek. Def. v]

gdw v(s(B)) =1 oder v(s(C))=1

[per IH: vg(B) = v(s(B)), vs(C) = v(s(C)); und AL]

gdw v(s(B)v s(C))=1 [per rek. Def. v]

gdw v(s(BvC)) =1 [per Def. s: s(BvC) = s(B) v s(C)].
4. A = (BAC), (B—C) gleichermallen. Q.E.D. Lemma

Beweis des Theorems der Substitution: (Durch Kontraposition)
Fir 1.: Annahme des Gegenteils: Angenommen ||-/- s(A). Dann existiert v, sodass
v(s(A))=0. Aber dann, nach Koinzidenz Lemma, vg(A)=0, was impliziert ||-/- A.
— Fir 2.: siehe Ubung. Q.E.D.
Anmerkung: Substitutionsfunktionen sind 'homomorph': man darf niemals dieselbe
Aussagevariable durch verschiedene Sitze ersetzen, aber man darf verschiedene Aus-
sagevariablen durch dieselben Sitze ersetzen. Z.B. A—A ist eine substitutions-
Instanz von p—q; aber A—B ist keine subst.-Inst. von p—p.

Eine Substitutionsfunktion wird Umbenennung (alphabetische Umbenennung) ge-
nannt gdw sie injektiv ist und ran(s) < &#.  (Sie muss nicht bijektiv sein, wenn &

infinit ist).

Ubungen:
3.6 Beweisen Sie Teil 2 des Theorems der Substitution mithilfe des Koinzidenzlem-
mas: T A = s(I) [F—s(A).

3.7 Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel fiir: [F—s(A) = [—A.
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3.8 Konstruieren Sie ein Gegenbeispiel fiir: A ist erfiillbar = s(A) ist erfiillbar.

Also bleibt Erfullbarkeit nicht unter Substitution erhalten (letztlich, weil Substitutio-
nen homomorph sind).

3.9 Beweisen Sie: Wenn s(A) erfiillbar ist, dann ist A erfiillbar.

3.10 Beweisen Sie: Wenn s eine Umbenennung ist, dann: [F—A gdw |[[—s(A).

A ist erfiillbar gdw s(A) erfiillbar ist. Hinweis: Machen Sie Gebrauch von s-1.
************erd nur kurz angesprochen**********
Eine Liste von wichtigen, gultigen Formeln (Axiome oder Theoreme der Objektspra-

che) und Schlussen (Regeln 1. Stufe) und Regeln tber Schliisse (Regeln 2. Stufe)

e Standardschlusse - Basisregeln 1. Stufe wie Im Kalkil S aus Logik I:

(MP)A - B,A|[—B Modus Ponens

(MT) A > B, —-B [[——A Modus Tollens
(DS)AVB,—-A|B | AvB,-B|—A Disjunktiver Syllogismus
(ADD) A—AVB | AJ—BvA Addition

(SIMP)AAB|—A | AAB|—B Simplifikation
(CON)A,B|I—AAB Konjunktion

(DN)A |———A | =——A [— A Doppelte Negation

o Abgeleitete Regeln 1. Stufe deduktiver Kalkiile :

(Res) AVB,—-BvC |— AvC Resolution

A—->B,B->C|I—A->C hypothetischer Syllogismus, —-Verkettung
A—->CB->C|I—AVvB)—>C v-Einfiihrung im Antezedens
A—>B,A>ClI—A—>BAO A-Einfiihrung Im Konsequenz

A—-B ->0I[—AAB) -C Importation

(AAB) >C [[—A - (B —0)) Exportation
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e (Schliisse, die Irrelevanzen enthalten:)

—A|I—A—>B Ex falso quodlibet, materiale Version
B|[—A—>B Verum ex quodlibet, materiale Version
AA—-A|—B Ex falso quodlibet, logische Version
A |—Bv-B Verum ex quodlibet, logische Version

e Objektsprachliche Theoreme:

Theoreme, die zu den obigen Schiissen korrespondieren (durch Ersetzung von
"|—" durch "—" und Verbindung der Primissen per Konjunktion) tragen den sel-
ben Namen.

— Des weiteren:

Av—-A Tertium non datur (ausgeschlossenes Drittes)
—(A A—A) Nonkontradiktion
(A >B) >A) > A Peirce' Gesetz

e Aquivalenztheoreme, z.B. DeMorgan —(AAB)<>(—Av—B), etc.— siehe spater.

e Standardregeln Uber Schlisse — Regeln 2. Stufe in Kalkllen des natrlichen

SchlieRens:

Monotonie:
(Mon) T'|—A = AuUT|— A (fiir beliebige A)

Schnittregel ist die Grundlage des Prinzips des deduktiven Schlielens als Regelver-
kettung:

(Cut) ' —A und A,A|B = T UAI|—B

ZB.: p,p—>—q |F—q und —q,qvr | = p,p—>—q,qvr [—r.
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p
q q p—> —q
qvr qvr
r r

Die Iteration der “Cut”-Regel ermoglicht es, jede Schlussregel 1. Stufe in einen
Schluss 2. Stufe mit der selben Pramissenmenge umzuformen. — Die Regeln 2. Stu-
fe sind genereller, als ihre Gegenstlicke 1. Stufe (implizieren deduktiv, dass diese Re-

gel "zwischendrin im Beweis" jederzeit anwendbar ist).

ADD 2. Stufe: '—A = TJ|—AVB.

Beweis. ' —A | A—AvB (=Add1.Stufe) Cut
I —AVB

MP 2. Stufe: T|— AundA |—A—>B = TI,A|—B

Beweis: [—A, ALA>B [—B
[LA->B|[—B., A[—A—>B
I'A|—B

Konditionalbeweis:

(KB): TLA|B = T |—A->B.

(< ist auch giiltig: generalisierter Modus Ponens).

Damit verbunden:

Deduktionstheorem: T, A|—B < T |I—A—>B
A-Deduktionstheorem: Fiir finiteI': T |—A < [[—AI -5 A

Fallunterscheidung — allgemein und speziell:
(aFU): T,A|—Cund A,B|—C = TI,A,AVB [[—C
(sFU): T, A|—Cund A,-A|—C = TI,A |—C
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Indirekter Beweis, reductio ad absurdum:
(kIB) —A, Py, ...,Ph|H—B A —-B = Pi,...Ph A (nur klassisch)

(iIB) A,Py,...Ph|—BA—-B =  Pi,..,Ph [F——=A (auch intuitionistisch)

Ubungen: machen
Ubung 3.11: Geben Sie semantische Beweise fiir folgende Regeln 2. Stufe an : KB,
kIB (evtl. auch aFU). Einmal informell, dann formell — um zu zeigen, wie die met-

alogische Beweise selbst Objektlogik voraussetzen.

************Ende nur KurZ Ansprechen**********
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3.3 Deduktive Kalkule fur die Aussagenlogik

I Es gibt verschiedene mdgliche Axiomatisierungen der Logik, definiert durch eine

Semantik !

Axiome & Regeln 1. Stufe - Kalkiile (Hilbert)

Zwei Arten deduktiver Kalkule

Kalkiile natiirlichen Schlief3ens

Regeln 1. & 2. Stufe - Kalkiile

Zwei Wege der Repréasentation von Kalkilen natlrlichen SchlieRens:

Sequezenrepresentation — meta-logisch
Gentzen style

Einheiten des Beweises sind Schliisse

= Sequenzen.

Sie sind Teil der Objektsprache:

Die Schittregel wird explizit angewendet

oder implizit in Sequenzen 2. Stufe

Sequenzaxiome = Regeln 1. Stufe
der FormI' —A.
Sequenzregeln: Regeln 2. Stufe
der Form: T |—A, .../ A —B.

Satzrepresentation —natirlich
Fitch-Style (oder Copi-Style) (Logik I)

FEinheiten des Beweises sind Satze.

Die Schnittregel wird implizit in der
Beweisverkettung verwendet.
Basisregeln: Regeln 1. Stufe T'/ A,
und korrespondierende Regeln 2. Stufe
mit der selben Pramissenmenge
(implizit in Verkettung) '/ A = T'/B
Annahmebeweisregeln: Regeln 2. Stufe

mit unterschiedlicher Primissenmenge
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.

Der Kalkil S* (Approximation Logik I) P1

Alle Formelmengen in Beweisen werden als { P2 Trennlinie

finit angenommen (Beweise sind konkrete ; zwischen Pram
Entitéten.) 1, und Abgeleitetem

Bereichsindikator C
rlaubt (Bereich der Pramissen)
nterbeweis)  Neben Fitch-Style gibt es (z.B.):
verboten Copi-Style ' ; Quine-Stern-Style; Anderson-

Belnap explizite Abhingikeitsaufzeichnung

Sequenzenprisentation: leichte Uberfiihrung in Satzprisentation
Schnittregel implizit
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Sequenzen-Prasentation: A A Satz-Prasentation:

Sequenz-Axiome: A A Basisregeln:
Reiteration |
REIT: A —A
Sequenzregeln: A
Modus Ponens, —-Beseitigung: A—>B
MP:T—Aund A A>B / T,A— B B
Anmerkung: Da als Regeln 2. Stufe formuliert,
kann die Trennlinie irgendwo Uber A, A—B liegen
Simplifikation , A-Beseitigung:
SIMP: T — AAB /T—A | T'I— AAB /T |—B AnrB AnrB
A B
Konjunktion, A-Einfiihrung: A
KON: T'—A andA—B / I',A —AAB B Z
AAB
Addition, v~Einflhrung: A A
ADD: TH—A/THAVB, T'I— A/T}— BvA AVB BVA
Disjunktiver Syllogismus — v~Beseitigung: AVB AVB
DS: TI—AvB und A — —-A/T,A —B —A —B
I'—AvB und A — —-B/ I,A [ —A B A
Klassische Doppelte Negation — —Beseitigung:
kDN (DN): [ }— ——A /T }— A A
——A
Annahmebeweisregeln:
Konditionalbeweis - — -Einflhrung:
KB: T,Al—B / TI—A—B | A
A
intuitionistischer indirekter Beweis - —-Einf.: A—B B A—B
ilB:I', A—BA—B / I'— —A —-A
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Definition Beweisbarkeit in S*:

Sequenzen-Prasentation: T" — A ist beweisbar in S*, kurz I' —s+ A, gdw ein Beweis
fiir ' |— A existiert, d.h. eine endliche Folge von Sequenzen <I'j|—Aj,....['n—Ap>
sodass die Schlusssequenz die zu beweisende Sequenz ist (I'n=I", Ap=A), und jede
Sequenz I'; — Aj entweder ein Axiom ist, oder aus ein oder zwei voriger Sequenzen
nach einer der Regeln folgt.

Satz-Prasentation: T |— A ist beweisbar in S* gdw eine endliche Sequenz
<Al,...,Ap> existiert, zusammen mit einer Indikation von Primissen-
/Annahmebereichen, sodass Ay = A und jedes Aj entweder ein Element von I' oder
eine Annahme eines geschlossenen Unterbeweises ist (d.h. ein Unterbeweis, dessen
Bereich vor dem Ende des gesamten Beweises endet) oder aus fritheren Elementen
nach einer der Basisregeln folgt oder aus einem geschlossenen Unterbeweis nach ei-

ner der Annahmebeweisregeln.

Im System S* sind folgende Desiderata erfiillt:

1) Fiir jeden AL-Operator gibt es genau eine Einfiihrungs- und eine Ausfiihrungsre-
gel. Daher: = Alle Regeln sind voneiander unabhéngig (keine Redundanz).

2) Durch Weglassung der Regel cDN entsteht genau der intuitionistische Kalkiil.

3) Im System S* lernt man die Parallelitdt von Sequenzenkalkiil und Satzkalkiil auf
einfachste Weise (weil Regeln 2. Stufe benutzt werden). Sieche unten.

4) System S* ist optimale Approximation an System S von Logik I (welches weder 1
noch 2 erfiillt, aber praktisch und bequem ist), weil folgende Regeln daraus herleitbar
sind, die wir im folgenden als abgeleitete Regeln von S* jederzeit ebenfalls verwen-

den werden:
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Modus Tollens: A—B

- |-A
intuitionistische DN: A |
klassischer indirekter Beweis: BA—B
kIB (Logik I: IB): ', =A —BA—B /T |—A A
spezielle Fallunterscheidung: | A

sFU (Logik I: FU): T AF—Bund A, -A}—B / I',A | —B

Weitere Notationen: B

— A, oder A ist ein Theorem von S*, gdw J}—g* A.

Wir dehnen das Konzept [—s* wie folgt auf unendliche Pramissenmengen aus:
I'f—s* A gdw 't —s* A fiir irgendein endliches I't T

Cn(I") = {A: T |— A} = die (deduktive) Konsequenzmenge von I'

Cn(A) :=Cn({A}). Cn(A) wird auch der logische Gehalt von A genannt.
Cn(Q) = S*.

Ab jetzt schreiben wir I' — A als Abkiirzung fiir I' —s+A, wenn der Kontext klar ist.

= Bemerkung: Um kurze und intuitiv transparente Beweise zu gewahrleisten, sind
Satz-Kalkiile des natiirlichen SchlieBens (Fitch-Kalkiile) zu bevorzugen, fiir metalo-
gische Einfachheit sind Sequenzen-kalkiile (Gentzen-Kalkiile) oder axiomatische

Satzkalkiile mit moglichst wenig Regeln (Hilbert-Style-Kalkiile, s.u.) vorzuziehen.
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Zunachst einige Beweisbeispiele fuir Regeln 1. Grades; Uberfiihrung Satzprasen-
tation in Sequenzenprasentation:
Beweis von: (A > (B —>C))[— (AAB— Q)

Satzprasentation:

1) A —> (B—->CO) Pram

2) | AAB KB-Ann

3) | A Simp 2

4) | B->C MP 1,3

5) | B Simp 2

6) | C MP 4,5

7) AAB — C KB 2-6
Sequenzenprasentation: man nehme zunichst Reit-Sequenten der Form A — A an:
1)A - B->C)— A—> (B0 Reit

2) AAB — AAB Reit

3) AAB — A Simp 2
4) A - (B—C), AAB [— B—>C MP 1,3
5) AAB — B Simp 2
6) A — (B—C), AAB — C MP 5, 4

7Y A - (B—C) —AAB—>C KB 6
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Ubung 3.12: Beweise: —(A A —=B) — (A — B) in Satz- und Sequenzenprisenta-

tion

Beweise: A >C,B—>C|—(AvB)—>C

HhA—->C Pram
2)B—>C Pram

3) |AvB KB-An

4) [A sFU-An

5) C MP 1,4

6) A sFU-An

7) B DS 3,6

&) C MP 2,7

9) |C sFU 4-5, 6-8
10 (AvB) »> C KB 3-9

Die Sequenzendarstellung von Annahmebeweisen, welche zwei Annahmen bzw. Sub-
beweise bendtigen, erfordert die Einfiihrung zweier entsprechender Reit-Sequenzen:
DAFA Reit

2) AsC —A—C Reit
3)A—C, A —C MP 1,2
4) A ——A Reit
5) AvB —AVB Reit
6) —A, AVB —B DS 4,5
7) B>C —B—C Reit

8) BoC, —A,AVB}—C  MP6,7
9) A>C, B—C, AVB|— C sFU3,8
10) A>C,B>C|—(AvB)>C  KB9



Ubungsaufgabe 3.13: Herleitung der weiteren Regeln des Systems S aus S*:

Modus Tollens:
MT: T—A—>B, A——-B/T,A — —A

Nun zeigen wir, wie kIB aus iIB und kDN folgt:

Ubungsaufgabe 3.14: Etwas schwerer ist es, aFU durch DS zu beweisen.
Zeige: T, A—C |A,B —C / T,A,AvB|— C

aFU wird per Annahmentechnik implementiert:
AvB
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Ubungsaufgabe 3.15: Um zu zeigen, wie umgekehrt sFU durch IB (kIB) und aFU
folgt, miissen wir aber zuerst

TND (Tertium non Datur) — Av—A (durch kIB) herleiten.

**NUR KURZ ANSPRECHEN**

Weitere aquivalente Formulierungen unseres Kalkils S*:

= Die Formulierung mittels Regeln 2ter Stufe (2nd degree rules) in der Sequenzen-
prisentation ermdglichte leichte Uberfiihrung von Satzprisentation in Sequenzenpri-
sentation!

CUT (Schnitt) und MON (monotonie) ergeben sich in dieser Version des Sequenzen-
kalkils als abgeleitete Regeln:

CUT: T |—A, AAF—B / T,A—B (ein "generalisierter" MP)

I.TA Pram

2.A,A—B Pram keine Notwendigkeit, Cut abzuleiten in
3.A—A—B KB 2 der Satz-Préasentation; sie ist implizit
4.T,A B MP 1,3 darin enthalten (Beweisverkettung).

MON: T |—A / A,TF— A  — mit Hilfe von Cut

I.TH—A Pram implizit In der Satz-Prasentation enthalten

2. A —AA weil A endlich ist, leitet man dies aus endlich vielen Anwendungen
von KON her; AA = Konjunktion aller Elemente von A

3.T, A —AAAA KON 1,2

4.T,A|— A Simp 3

Regeln 1. Stufe ergeben sich in unserer Version des Sqeuenzenkalkiils durch Reit-
Instanzen: z.b. Beweis fiir Kon 1. Stufe:

1.A,BI—A Reit
2.A,BI—B Reit
3.A,B—AAB Kon 1,2 (=Kon 1. Stufe)

Instantiiere: I' = A = {A,B}
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Erste aquivalente Formulierung: Wenn wir die Basisregeln von S* als Regeln 1.
Stufe festlegen, und Reit 1. Stufe A — A, dann miissen wir Mon und Cut als additio-
nale, so genannte strukturelle Regeln 2. Stufe hinzufiigen. Der Kalkiil bleibt dquiva-

lent.

Beispiel - vorigere Sequenzenbeweis mit explizitem Cut und Mon:

1) A,A>Cl— C MP (1. Grades)
2)—-A, AvB |—B DS (1. Grades)
3)B,B—>C [—C MP (1. Grades)
4) —A, AVB, B>C —C Cut 2.3

5) —A, AvB, A—»C,B—C |—C Mon 4

6) A, AvB, A—>C,B>C |—C Mon 1

7) AVB, A>C, BC —C FU 5,6

8) A>C, B>C — (AVB)—>C KB 7

Weitere S*-aquivalente Axiomatisierung: Der Kalkul NL von Bergman et al:
Hier wird DS durch aFU ersetzt.
(Ausserdem kDN durch kIB, aber das ist inessentiell).

Beweis, wie umgekehrt DS aus aFU folgt:

1. |AvB Pram
DS: T—AvVB und A — A/ T,A —B 2.|-A Pram
1.T—AVB Pram 3. A Ass
2.A — =A Pram 4. AAn—A Kon 2,3
3. A—A Reit 5. —B Ass
4. A,Al— AA—A  Kon23 6. ’m Reit 4
5. \,AI—B EFQ 4 7. B kIB5-6
6.A\,BI—B Reit 8. B Ass
7.A, AVB |— B aFU 5,6 9. }T Reit
8.T,A —B Cut 1,7 10.| B aFU 3-7, 8-9



57

Weitere aquivalente Axiomatisierung: Anstelle von Axiom- und Regelschemata,
hitten wir nur Axiome und und Regeln mit beliebigen Aussagevariablen benutzen,

und die additionale Regel der Substitution hinzufiigen konnen:

I'—A/s(') —s(A) (fiir alle s:2—£L).

Ubungen 3.16 : **werden ausgelassen**

Beweisen Sie das Folgende (im Gentzen-Style und: im Fitch-Style oder Copi-Style):
aA)(AAB—->C) — (A—>B—0))

b)A—>B,B>C|I—A—>C

¢)A—>B,A—>CI—A—>BAC

HDAABVC) — (AAB)V(AAQ

e)A > B |— —(A A—=B)

H—=>a9—>p—>p

g pvq ——=(=pAr—-q)

h)=(=pA—-q9 [—pvg

Weglassen: Ubungen 3.17
Beweise durch Induktion auf n: {A1,...,An} —B gdw — A{Aj,...,A} > B.

****ENDE NUR KURZ ANSPRECHEN *** %%
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4. Weitere Anwendungen und meta-logische Eigenschaften von Theoremen und

Beweisen der Aussagenlogik

4.1 Aquivalenzumformungen und Normalformen:

Anmerkung: Zwei Formeln A, B sind logisch dquvalent gdw |— A <> B.

Ubung 4.1: Beweisen Sie: Zwei L-dquivalente Formeln haben die selbe Konse-

quenzenmenge, oder den selben logischen Gehalt: |F—A <> B gdw Cn(A)=Cn(B).

Von zwel L-aquivalenten Formeln sagt man, sie driicken dieselbe Proposition aus.

Basis-Aquivalenzgesetze des Aquivalenzkalkiils:

(DN)
(KommAn)
(Kommv)
(Assn)
(Assv)
(Idemn)
(Idemv)
(Distrav)
(Distrva)
(DMA)
(DMv)
(Def—)
(Defe>)
(UbTaut)
(UbKont)
(GTaut)
(GKont)
(AAbs)
(VAbs)

Ao —-—A
(AAB)<>(BAA)
(AvB)<>(BVA)
AABAC)<>((AAB)AC)
Av(Bv(O)+(AvB)vO)
Ao (AANA)

Ao (AVA)

AABVCO)(AAB)VAAQ)
AvBAC)>(AvB)A(AVO)

—(A AB) < (—A v —-B)

—(A v B)© (—AA—-B)
(A—>B)« (-AVvB)

A B)oo(A—>B)AB - A)
AArBv-B)< A
Av(BA—-B) o A
Av(Bv-B)< (Bv—-B)
AA(BA—-B)< (BA—-B)
AAAvB)o A
AVv(AAB)© A

doppelte Negation
Kommutativitit von A
Kommutativitit von v
Assoziativitdt von A
Assoziativitdt von v
Idempotenz von A
Idempotenz von v
A-v-Distributivitit 1
A-v-Distributivitit 2
deMorgan A
deMorgan v
Bedeutung von —
Definition von <>
tiberfliissige Tautologie
tiberfliissige Kontradiktion
generelle Tautologie
generelle Kontradiktion
A-Absorption
v-Absorption
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Ubung 4.2: **WIRD UBERSPRUNGEN***

Beweisen Sie einige der Basis-Aquivalenzregeln; entweder semantisch, oder im Kal-

kul S*.

n-stellige Operationen:
Kommutativitdt und Assoziativitdt von A und Vv erlauben uns konsekutive n-stellige

Konjunktionen und Disjunktionen, ohne Klammern geschrieben, einzufiihren.
(A1A...AAp) (A1v...vVAp)

Durch die Idempotenz konnen n-stellige Konjunktionen/Disjunktionen als n-stellige
Operationen auf endliche Mengen von Formeln verstanden werden (jedes Kon-
junkt/Disjunkt kommt lediglich einmal vor):

A{A1,...,An} AVE: V{Aji,...,An} VT¢

Wir definieren: A{A} =4t V {A} =4 A. NG=4¢T, VOO=4 L.

Generalisiertze Aquivalenztheoreme — A, 7”seien endlich.
GAssoz: Ayv ... VAB < VH{AL...,An} Aln ... AAyp © A{AL,...,An}
beliebige Klammerung beliebige Klammerung
(GTaut) AA VA < A gdw fiir irgendein B, BeA und —BeA.
(Sonderfall: VA & T)
(GKont) A v AA <> A gdw fiir irgendein B, BeEA und —BeA.
(Sonderfall: AA < 1)
(GAbsAn)  ATI'AVA & A gdw fiir irgendein Ael’, Ae A.
Z.B., AABA(AVC) < AAB
(GAbsv) VI VAA& VI gdw fiirirgendein Ael’, Ae A.
Z.B., AvBV(AAC) <> AVB
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(GDistrav) NA{VA;: 1<i<n} <> V{AA...AAp: Aj € Aj fir alle 1<i<n}
Z.B.: (A1v...vAm) A (B1v...vBp) < (A1AB1) v ... Vv (AmABp) (m:n Disjunkte)
(GDistr.vA) V{AA;: 1<i<n} <> A{A1V...VAp: Aj € A fir alle 1<i<n}
Z.B.: (AIA...AAm) vV (BIA...ABp) «<(A1VvB1) A ... A (AmVBn) (m:n Konjunkte)

Notation: Wenn B eine Teilformel von A ist, dann kennzeichnet A[B/C] eine Formel,
die aus der Ersetzung von einigen Vorkommnisse von B durch C resultiert (variable

Referenz)

Theorem: Ersetzung von Aquivalenten:
(Semantische Version:) Wenn |—B <> C, dann |—A <> A[B/C].

(Syntaktische Version: [— anstelle von [[—).

Ubung 4.3: Beweisen Sie die semantische Version der Ersetzung von Aquivalenten
durch Induktion nach der Komplexitit von A. Start: A = B.
4.4 Beweisen Sie die syntaktische Version der Ersetzung von Aquivalenten durch

Induktion iiber Kompl. von A.

Aquivalenzumformungen = sukzessive Anwendung von Aquivalenzregeln auf Teil-

formeln.



Das Kalkil A:  Basis-Aquivalenzen, plus Regel der Ersetzung von Aquivalenten:

Beispiel:

Beweis von |— ((=p~q) = —(dAr)) < (pv—qv-r)

(—=pAqQ) = =(gar)

Ubungen:

in A:

Beweisen Sie die folgenden Aquvalenzen in E:

45(A—>B)< (—wB—>—-A)

4.6 (A > B) < (A A—=B)
47T(AB)oo (B A)

4.8 (A & B)o (AAB) vV (=A A—B))
4.9 (AvB)A—(AAB) < (A <& —B)

4.10 ((—pAQ) > —(qvr)) © (pv—q)
411 (p >—p) < —p

4.12 (p >(q—1)) <> (p A q —1)

4.13 (p —>(q —1)) <> (q >(p —1))

4.14 (A ->B) A (A -5C) e (A—>B AQ))

Kontraposition
Falsifikation
Kommutativitit von <

Bedeutung von <>
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4.15(A -»>B) v (C—->B) < (AAC—>B)
4.15*% (A ->B) A (C -B) & (A vC —>B)
416 AN(A>B)>AAB

417 A v (—A ->B) < AvB

4.18 (=p >(—q »>—1)) < (r >(p vq))

Normalformen:
Eine Aussagevariable oder deren Negation wird Literal genannt -

wir schreiben £p;.

Definition (Normalformen):
1. Eine konjunktive Normalform KNF ist eine (konsekutive) Konjunktion von dis-
tinkten (konsekutiven) Disjunktionen von distinkten Literalen.
(+ pw A oo A (EPmit Voo VvV EPmong)
ein elementares Konjunkt.
Beispiel: (pv q) A(rv—p Vv q),abernicht =(pvq), p A(qV (rA—Dp)), usw.
2. Eine disjunktive Normalform DNF ist eine (konsekutive) Disjunktion von distink-
ten (konsekutiven) Konjunktionen von distinkten Literalen.
(P11 A-..AEP1ny) VooV (Epm,1 Ao A EPmng)
Beispiel: (p Aq) Vv (r A—=p A Qq), aber nicht ~(pAq), p Vv (q A (rv—D)), usw.
3. B ist eine KNF von A gdw B eine KNF ist, [—B<>A und (B) < P(A).
4. B ist eine DNF von A gdw B eine DNF ist, |[—B<>A und (B) < P(A).
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— FEine Formel A kann mehrere verschiedene KNFs von DNFs haben (nicht-
dquivalent modulo Permutation von Konjunkten und Disjunkten!):
Z.B., pvq: KNFs: nur pvq
DNFs: pvq, (pA@) VPV g, (pAQ Vv (PA=Q) V (=pAq)
pAq: DNFs: nur pAq
KNFs: pAq, (pv@) ApAq, (pva A (pv =q) A (—=pvq)

Definition: Eine KNF (DNF) einer Formel A wird irreduzibel genannt, wenn keine
KNF (DNF) von A kirzer ist.

Beispiele: (pAq)v p Vv q ist keine irreduzible DNF von pAq, nur pvq.

(pvq) A (pv —q) A (—pvq) ist keine irreduzible KNF von pAg, nur pAqg.

Hinweis: ist starkerer Begriff von INF als der der internen DSTreichbarkeit von tiber-

fliissigen Gliedern!

Mithilfe der folgenden Prozedur kénnen wir jede Formel A in eine DNF oder KNF
von ihr umwandeln:
(1) Wir eliminieren — und <> via Def— und Def«.
(2) Wir bringen —'s vor Aussagevariablen via GDMA und GDMyv, DN.

— die sog. Negations-Normalform.
(3) Wir produzieren eine kurze KNF oder DNF via GAss, GAbsA, GAbsv, GTaut,
GKont, Idema, Idemv und:

fiir KNF fiihren wir GDistr vA durch —  fiir DNF fiihren wir GDistr Av durch.
4. Durch die Anwendung weiterer Aquivalenzumformungen, kénnen wir immer eine

irreduzible KNF oder DNF produzieren.
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Beispiel:
(==p A Q) = (A =(rv=p))
| == mm e Def—
—(==p A =q) V(A =(rv=Dp))
|-mm e 2x DM
(m==p V=g V(@A (=T A D))
|- mmm e 3 x DN
(=p v q) v (@A (=rADp)) (=> Negationsnormnalform)
| == m e 2 X Ass
—p vV qQV (QASTAD) ist eine DNF
|-mm e Absorpv
—p VvV q Ist eine DNF und eine KNF

Wenn wir nicht die Abkiirzung der Absorption benutzt hitten, sondern mit genereller

Distribution fortgefahren wéren, wire die Umformung wie folgt weitergegangen:

—p Vv gV (QA=TAD)

Ubungen: Produzieren Sie kurze (mdglichst irreduzible) KNFs und DNFs der fol-
genden Formeln:

4.18% —(s At) >—(—p v—Q)

4.19 =(p v (p ) = ~(=(p—1)—D)

420 =(p1 v (p2 = p3)) = = (=(p1 = p2) A =p3)

421 (=sA—r) > —(—pVv-—q) Vv -—r

4.22 —(s At) >—(=p v—qQq)

423 =(p Vv (p =9) > (=(p—>1)—p)

4.24 == (p >=(q A (rv==0)))

4.25 =p > ((r—>q) A —8)
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4.26 —(pvr = (s A (—qvr)))

4.27 =(p1 Vv (p2 =p3)) == (=(p1 =p2) A =p3)
4.28 (s A1) > (—p Vv —q) vV —r

429 (—(—r >—=(sAt)) vr) A(—sv(sat))

4.30 (—=—=p A =q) =>(g A =(rv=p))

Normalformen sind wichtig fir automatisiertes Theorem-Beweisen durch Resoluti-
ons-Widerlegung!
1. Wir wandeln einen Schluss I' — A in I',—~A um und versuchen daraus L zu
beweisen.
2. Wir wandeln I',— A in eine Menge von elementaren Disjunktionen
(sog. Klauseln) um:
3. Wir wenden einzeln die Regel der Resolution an, bis wir letztlich | produziert
haben.

Resolutions-Widerlegung ist ein vollstindiges Kalkiil.

Beispiel: Beweis von p—q, —gaAr, r—s |[——p~s durch Resolutions-Widerlegung:
p—q, —qAr, s |F— —pAs T : Transformation in Klauseln
lT T T —(—pns)| T Umwandlung in Sétze
——pVv—s (Umwandlungsschritte)
—pvq, -—q, L, TIVS, pv—s

~
5% /
\/\p Resolutionsschritte
L (L Abgeleitet: Widerlegungsbeweis
erfolgreich!)
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Definition (ausgezeichnete Normalform):

1. A ist eine ADNF (eine ausgezeichnete DNF) von B gdw A eine DNF von B ist,
deren elementare Disjunkte jedes peP(B) genau einmal enthalten, entweder unne-
giert, oder negiert.

2. Gleiches fiir eine AKNF (ausgezeichnete KNF).

Wir konnen eine DNF von B zu einer ADNF von B durch den folgenden Trick erwei-
tern: wenn die DNF ein Disjunkt D enthéilt, welches eine Variable pe£(B) nicht ent-
halt, dann ersetzen wir es durch

(DAp) v (DA—=p)  nach Distr. - gleiches fiir KNFs.
Beispiel: —pAq ist eine ADNF von sich selbst, aber keine AKNF.

Seine AKNF ist (pvq) A (=pvq) A (=pv—Q).

e Theorem (ausgezeichente Normalform):
1. Jedes A hat eine einzigartige ADNF und eine einzigartige AKNF (abgesehen von
A- bzw. v-Permutationen, d.h. formuliert mit /\, V), die wir mit ADNF(A) und
AKNF(A) kennzeichnen, und welche im Kalkiil E herleitbar ist.
2. Jedes elementare Disjunkt von ADNF(A) korrespondiert mit einer Zeile von A's
Wabhrheitstafel welche A wahr macht.
3. Jedes A hat eine eindeutig erweitete ADNF und AKNF in Bezug auf jede Menge
P o P(A), ableitbar im Kalkiil E (d.h. jedes pe& taucht in jedem elementaren Dis-
junkt/Konjunkt genau einmal auf).
4. Es gibt genau 22" (verschiedene) Propositionen ausdriickbar in £({p1,...,pn}), die
jeweils mit einer eindeutigen ADNF, und AKNF in pi,...,pn korrespondieren.
Also: Wenn & endlich ist, kann £L(&) nur endlich viele Propositionen ausdriicken.
5. Kalkul E ist korrekt und vollstandig.
Beweis von 5: Angenommen |— A<>B. Nach 3 kann jede Formel, also sowohl A
wie B, in ihre ADNF umgewandelt werden in Bezug auf $(A,B) im Kalkiil E. Die

ADNF von A und die von B miissen identisch sein (modulo A—, v-Permutationen).



Ubung 4.31: Zeige anhand des Beispiels
p—q, q2>1,I—=>p

irreduzible NFs sind nicht immer eindeutig (formuliert mit /\,\/)
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4.2. Korrektheit und weitere metalogische Eigenschaften des Beweisbegriffs

(Induktion nach derLange von Beweisen)

Strukturalitat: T' —A / s(I') —s(A) fir jede beweisbare Sequenz (und Substitu-
tionsfunktion s)

Gilt, da Axiome und Regeln Schemata sind. (Beweis: siche unten)

Endlichkeit: T F—A = Tfnit —A fiir Tgpit < gilt per Definition

Alle deduktiven Schlussrelationen, auch die der nicht-klassischen Logik, besitzen

diese Eigenschaften: Reit, Mon, Cut, Fin, Struct (Tarski-Eigenschaften).

Eine weitere, wichtige Beweistechnik:

(Starke) Induktion Uber der Lange des Beweises einer Formel, oder Sequenz.
Beweisen Sie eine bestimmte Behauptung fiir beliebige beweisbaren Formeln bzw.
Sequenzen, indem Sie diese Behauptung fiir jedes Element eines beliebigen Beweises
einer beweisbaren Formel bzw. Sequenz beweisen.

Induktionsanfang: Zeigen Sie, dass diese Behauptung fiir die Axiome gilt.
Induktionsschritt: Zeigen Sie, dass, wenn die Behauptung fiir die Pramissen einer ge-

geben Regel gilt, sie auch fiir die Konlusion der Regel gilt.

Uberspringen Am Beispiel des Strukturalitatstheorems: T' — A  / s(I') F—s(A)
Lemma: Die Instanzen eines schematischen Axioms oder einer Regel (die erhal-
ten werden durch die Ersetzung von Schemabuchstaben durch Formeln) sind unter
der Substitutionsregel geschlossen, d.h. ist A Instanz von X dann ist auch s(A) In-
stanz von X.
Beweisskizze: Angenommen, die Instanzenfunktion I ordnet den Schemabuchsta-

ben Li,...,.L, eines der gegeben Formelschemata Aussagen I(Li) = Ai zu, und die
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Substitutionsfunktion s wandelt die Aussagen A; in die Substitutionsresultate s(Aj)
um. Dann erhilt man die Substitutionsresultate durch die neue Instanzenfunktion

I*(Li) = s(Ai). (siehe Ubung 4.31* wird ibersprungen).

Beweis des Strukturalitatstheorems durch Induktion auf die Lange eines Beweises:

(1) WennI' |— A ein Sequenzaxiom ist, dann ist s(I') — s(A) ein Sequenzaxiom,
wegen des Lemmas.

(2) Nehmen wir an, I' — A ist abgeleitet aus Ai — Bi (1<i<2) durch irgendeine Re-
gel (R).

Nach IH sind s(Ai) — s(Bi) beweisbar (1<i<n); also ist s(I') — s(A) nach der Regel
(R) ableitbar wegen des Lemmas. Q.E.D.

Ende Uberspringen

Korrektheit —die semantische Korrektheit eines Kalkuls:
Zur Erinnerung: schwache Korrektheit: —A = |[—A.
starke Korrektheit: T—A = T |—A

Theorem (Korrektheit): schwache und starke Korrektheit sind aquivalent.

Informelle Erklarung: wegen Fin und Mon.

Beweis: < : schw.Korr. folgt aus st.Korr. durch Setzung von I' = &.

=: T —A = Tf}—A(nachFIN) = |—(AI'f) >A (nach A-Ded.theorem,

synt. Version) = |F— AI't -A (nach schwacher Korrektheit) = TI'f [—A (nach
/\-Ded.theorem, semant. Version) = I' |—A (nach Mon fiir |—). Q.E.D.

I'r—A

NAlf —A
— (ATf) A KB
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Theorem (starke Korrektheit): S* ist stark korrekt.
Lemma: L1: Alle S*-Axiome (Instanzen von S*-Axiom-Schemata) sind giiltige
Schliisse.
L2: Alle S*-Regeln (Instanzen von S*-Regel-Schemata) erhalten Giiltigkeit.
(Beweis des Lemmas: siche Kapitel iiber Semantik).
Beweis: Durch Induktion tber die Lange eines S* -Beweises
<T't—A1 ..., Tn—Ap> von 'y — Ap.
Induktionsanfang: Wenn I'j |— A; ein Axiom ist, dann ist es giiltig, wegen des
Lemmas L1.
IS: Nehmen wir an I'; [— Aj ist abgeleitet aus vorigen Gliedern des Beweises, [ —
Aj und (méglicherweise) I'k — Ak (mit j, k < i) nach einer der Regeln.
Nach IH sind T'j — Aj und T'x — Ak giiltige Schliisse -
Also ist wegen des Lemmas L2 T'j [— A; ein giiltiger Schluss. Q.E.D.

Definition (Konsistenz):
1. Eine Logik L wird (einfach) konsistent genannt gdw es kein A gibt, sodass
— AA=A.
2. Eine Formelmenge I ist (einfach) konsistent gdw es kein A gibt, sodass
I'— Ar—A.
Folgt aus dem Theorem der Korrektheit: L ist konsistent.
Beweis: AA—A ist nicht L-wahr (also L-falsch), und daher, nach der Korrektheit,

unbeweisbar.

Ubung 4.32: Beweisen Sie: L ist (stark) korrekt <> jede semantisch erfiillbare For-
melmenge ist konsistent.
Ubung 4.32*: Beweisen Sie: I ist konsistent < 3JA: I'l-/- A d.h. Cn(T") = {A: T'—

A} # L. Diese Eiegenschaft nennt man auch: "absolute Konsistenz"
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**NUR KURZ ANSPRECHEN**
Hilbert-Style Kalkiile (Tradition nach Frege, Hilbert und Lukasiewicz):
Kalkiil HL:

Axiome: Alle Instanzen von: Metalogische Okonomie vs.
—KB: (AAB - C) - (A—>(B—()) Objektspraschliche Prakti-
—->MP: (A—>(B—>C)) > (A—>B)—>(A—>(C)) kabilitdt eines Kalkiils.

—>SIMP: (AAB) > A; (AAB)—>B

—KON: (A—»B) - (A—>C) - (A—>(BAQC))

—>ADD: A—>(AvB); A—>(BVA)

—aFU: (A—»B) - ((C—»B) - ((AvC)—>B))

—1IB: (AAB - CA—-C) > (A - =B)

—kIB: (AA—B - CA—=C) - (A — B)

Regel: Alle Instanzen von: MP: A, A—>B / B Modus Ponens.

Definition (Beweis in HL):

1. T |— A ist beweisbar in HL, I' LA, gdw es einen Beweis von I' — A in HL
gibt, d.h. eine endliche Sequenz <Aj,...,Ap> von Formeln, sodass jedes Aj entweder
ein Axiom von HL ist, oder ein Element von I oder nach MP aus irgendeinem Ak,
A= Axk—Aj (J, k<1).

2. FHLA gdw L A.

(HL = die kleinste Formelmenge, die alle HL-Axiome enthilt und unter MP ge-

schlossen ist.)

—Die (starke und schwache) Korrektheit von HL ist bewiesen nach Induktion auf die
Lange eines HL-Beweises, indem man zeigt: 1. Alle HL-Axiome sind giiltig.

2. MP ist giiltigkeitserhaltend.
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— Die Theorem-Aquivalenz von HL und S* ist bewiesen, indem man zeigt, dass:
(S* < HL): alle Regeln 1. und 2. Stufe von S* sind beweisbar in HL. (Reduktion auf
die st./schw. Korrektheit von S*). Dies ist mihsam (durch Induktion auf die Lange

des Beweises von HL-Beweisen zeigt sich, dass diverse Regeln 1. und 2. Stufe gel-
ten, z.B. KB: A, AL B = A} A—>B).
Die andere Richtung, HL < S*, gilt nach Korrektheit von HL und Vollstindigkeit

von S*.
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4.3 Vollstandigkeit

Zur Erinnerung: schwache Vollstindigkeit: [—A = |—A
starke Vollstindigkeit: T'[—A = I |—A.
Schw.V. und st.V. sind nicht (trivial) dquivalent, weil |— nicht per Definiton finitér

(bzw. kompakt) ist (wie —)!

e Theorem (Konsistenz-Version der Vollstandigkeit, Godel):
1. L ist schwach vollstindig gdw jede konsistente Formel erfiillbar ist.

2. L ist stark vollstindig gdw jede konsistente Formelmenge erfiillbar ist.

Beweis: Theorem Nr. 2. durch Kontraposition:

=>: Wir nehmen an I' ist nicht erfiillbar und zeigen, unter der Annnahme der starken
Vollsdndigkeit, dass I" inkonsistent ist.

Wenn I' unerfiillbar ist, dann I' |— BA—B, also, nach st. Vollstindikeit, I |—
BA—B, also I' ist inkonsistent.

<: Wir nehmen an, dass ' |-/- A, und zeigen, unter der Annahme, dass jede konsis-
tente Formelmenge erfiillbar ist, dass I ||-/- A.

" |-/- A impliziert, dass I',—~A konsistent ist, denn andernfalls I', = A |— BA—B, was
implizieren wiirde, dass I' — A nach KIB (!). Also ist I', — A erfiillbar (weil wir an-
nehmen, dass jede konsistente Formel erfiillbar ist). Und daher I ||-/- A. Q.E.D.

— Fiir Theorem Nr.1 argumentieren wir wie fiir Nr.2, abgesehen davon, dass wir

I' ={A} in=>,und I' = O in < setzen. Q.E.D.

Kanonischer Vollstindigkeitsbeweis: Godel, Lindenbaum, Henkin

e Definition (maximal konsistente Formelmengen)
A 1st maximal konsistent gdw A konsistent ist und keine echte Erweiterung von A

—d.h. kein I', sodass A — I" — konsistent ist.
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e Theorem (maximal konsistente Formelmengen):
Angenommen I ist maximal konsistent. Dann gilt fiir alle A:
(Max|—): T—A < Ael deduktive Abgeschlossenheit
(Max —): A el oder—A €T syntaktische Vollstindigkeit
Max v): (AvB)eT'< (Ael)oder(Bel) Prim-heit
Max A): (AAB)eT'e (Ael)und (B 1)
Max —-): (A>B)el < (wennA €', dannB € T)

Anmerkung: Alle Max-Eigenschaften gelten auch in der intuitionistischen Logik.

Ubung 4.33: Beweisen Sie das Theorem iiber maximal konsistenter Formelmengen

und formalisieren Sie den Beweis (im Gentzen-, oder Fitch-Style)

Der Godel-Henkin Vollstandigkeitsbeweis vollzieht sich in zwei Schritten:
» Man zeige, dass jede konsistente Formelmenge in einer maximal konsistenten
Formelmenge enthalten ist.

» Man zeige, dass jede maximal konsistente Formelmenge ein Modell hat.
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Theorem (Lindenbaum-Lemma): Jedes konsistente A kann zu einem maximal konsis-

tenten I' ¢ A erweitert werden.

Beweis: Wir konnen alle Formeln effektiv aufzahlen (siehe spéater).
Ist eine solche Aufzihlung gegeben,
Ao, A, Az, ... (1:N=2L) ( =1 steht fiir bijektive Abb.)
dann definieren wir rekursiv die folgende Aufzihlung von ansteigenden Erweiterun-
gen von A:

I'p=A

| | :{ = TI'nuU{An} wenn I'nu{Ap} konsistent ist,

andernfalls T'y,.

Essei: I':=U {I'j]i€|N}.
Wir zeigen, dass /7~ maximal konsistent ist:
1. T ist konsistent: Denn, wenn dem nicht so ist, dann I' — AA—A, also gibt es nach
Fin ein finites I'r < I sodass 't — AA—A. Sei n die Zahl der Formel in I'f mit der
hochsten Nummer. Dann I'r < I'n+1. Also I'n+1 — AA—A nach Mon, was der Defi-
nition widerspricht.
2. T' ist maximal konsistent: Nehmen andernfalls gibt es ein A ¢ I" sodass ['U {A}
konsistent ist. Sei n A's Nummer, also A = Ap. Daly < T, ist I'nu {Ap} konsistent.
Also Ap € I'n+1 per Def. weshalb A, € I', was unserer Annahme wiederspricht.

Q.ED.

Theorem (Wahrheitslemma):
Jede maximal konsistente Formelmenge hat ein Modell (d.h. eine Bewertung v die all

ihre Formeln wahr macht).

Beweis: Wir definieren:

firallep v(p)=1 gdw peTl Godel-Henkin-Modell.

Mit dieser Definition zeigen wir durch Induktion auf der Komplexitit von Formeln,
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dass:
vI==A gdw Ael  fiirjedes A € L.

(1) Fiir A=p gilt das Theorem per Definition.

(2) A=—B: v |==—B gdw v |=/=B gdw B ¢ I" (nach IH) gdw —B e I' (nach Max —).

(3) A=BAC: v |==BAC gdw v |[==B und v |==C gdw B € "' und C € I" (nach IH) gdw
(BAC) € I" (nach Max A).

(4) A=BvC: v |==BvC gdw v |[==B oder v |==C gdw B e I" oder C € I" (nach IH)
gdw (BVvC) € I' (nach Max v).

(5) A=B—C): v|==B—-C gdw (v|==B => v |==C)gdw (B e I' = C € 1TI') (nach

I[H) gd¢w (B—>C) €I (nach Max—). - Q.E.D.

Anmerkung : Beachten Sie, dass alle Max-Eigenschaften benutzt wurden.

Theorem (starke Vollstandigkeit):

S* ist stark (und damit schwach) vollstdndig.

Beweis: Nehmen wir an, A ist konsistent. Dann ist A in einem maximal konsistenten
I’ enthalten (nach Lindenbaum-Lemma). I hat ein Modell v nach Wahrheitslemma.
v ist auch ein Modell von A, da A < I'. Also ist A erfiillbar. Also 1st S* stark voll-

stindig, gemal der Konsistenz-Version. Q.E.D.

Theorem (Kompaktheit): Sei I' unendlich.

1. Schluss-Version: I' [— A gdw fiir irgendeine finite Teilmenge I't < T, ' [—A.
2. Erfiillbarkeits-Version: I' ist erfiillbar gdw jede endliche Teilmenge von I" erfiillbar
ist.

Ubung 4.34: Beweisen Sie die Kompaktheit (benutzen Sie die Endlichkeit von

[—, Korrektheit und Vollstindigkeit).
Da wir die Vollstindigkeit bewiesen haben, folgt, dass alle Metatheoreme in semanti-

scher und syntaktischer Version giiltig sind: wir diirfen —und |— austauschen.
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Theorem (konservative Extension durch eine explizite Definition p :<> D):
Nehmen wir an p ¢ $(I'), P(D) < £(I'). Dann gilt fiir alle A mit P(A) < P(I):
v {peD} [—A gdw I' |—A.
Beweis: < ist trivial.
=>: Wenn wir riickwirkend T und L fiir p im linken Schluss substituieren, erhalten
wir durch das Theorem der uniformen Substitution und die Aussagenlogik:
T U {D}|—A und ()T U {=D} |— A
wodurch wir nach aFu T |—A erhalten. Q.E.D.

Ubung 4.35 Es sei {pi<>Di: 1<i<n} eine Menge von Definitionen mit pig #(I") und
P(Di) < P(D)fiir alle 1<i<n.

Wir nehmen an T" U {pi«<>D;: 1<i<n} |— A (A ist Formel der erweiterten Sprache).
A* sei das Resultat der Ersetzung von jedem pi in A durch D;i. Beweisen Sie:

' |— A*, durch Verwendung des Theorems der konservativen Extension durch De-

finition.
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5. Pradikatenlogik 1. Ordnung (PL)

5.1 Sprache
In diesem Kapitel ist £ = £1 = die Sprache der PL.

Das Alphabet von £ enthilt:
Nichtlogische (extralogsiche Symbole):
— Fiir jedes n > 0: eine abzdhlbare Menge Ry von n-stelligen Pradikat-Symbolen
F,G, ...,R, Q,... (indiziert) R=" nenRn
(Ro 1st die Menge der Aussagevariablen.)
— Fiir jedes n>0: eine abzéhlbare Menge & ,, von n-stelligen Funktionssymbolen
echte Funktionen: n>0  f, g, ... (indiziert) fiir echte Funktionen
F =U {Fnnen;}
Ein 0-stelliges Funktionssymbol ist eine Individuen-"konstante" (freie Individuen-
variable)
— € = & die Menge von Individuenkonstanten a, b, ... (indiziert)
Logische Symbole:
AL: Konnektive: primitiv: —, v definiert: A, >, <>, L, T
PL: eine abzédhlbar unendliche Megne von Variablen ¥ X, vy, z, ... (indiziert)
Quantoren: primitiv: vV definiert: 3

Identitédtspradikat: =

Abgesehen von =, konnen wir all diese Symbole auch in unserer Metasprache ver-

wenden.

Wie in der AL, iiberlegen wir uns zuerst alle Zeichenreihen s, si,...
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Rekursive Definition von "(singuldren) Termen von £ " : (neu vgl. zu Logik1)
J bezeichnet die Menge aller Terme t1,t2, ... sind Metavariablen fiir Terme
l.seVue€ =>seJ
2.f ey (n>0),t1,....th € T = ft...th €I
Klammerkonvention: Wir diirfen auch f(ty,...,ty) statt ft]...ty schreiben. Nur dann
kann man obere Indizes bei Funktionszeichen ohne Konfusionsgefahr weglassen.
Rekursive Definition von "Formeln von £" — £ steht fiir die Menge aller Formeln:
1.ReR, t1,....th €I = Rtj..the L :r atomare Formeln
t,hed = ti=ty € L
2. PL: Ael = —-Ael
ALBel = (AvB)el
3.Quant.: Ae L xe¥V = VxAel

Anmerkung: dies definiert die Menge aller offenen, oder geschlossenen Formeln.

Unterschiede zu Logik I:

1) Zu den "freien Individuenvariablen" in Logik I sagen wir nun Individuenkonstan-
ten a, b. Unter freien Individuenvariablen verstehen wir nun frei vorkomenmde x, y
in offenen Formeln.

2) In Logik I hatten wir nur Sitze. Nun haben wir auch Formeln mit freien Individu-
envariablen: sogenannte offene Formeln Fx, Rxyi,...

3) Wir erlauben nun Vx3dxFx, VxFa, etc. Variablenkonfusionen werden nun verhin-
dert durch die Definition der korrekten Termsubstitution (s. unten).

4) Wir haben auch Funktionszeichen und Identitdtszeichen; daher komplexe Terme.

Definitionen: IxA = -Vx—-A
(AAB) == =(—~Av—B) AT wie zuvor
(A—>B) = (-AVB) VI  wie zuvor

(AB) .= ((wAvB)A(—BVA))

Klammerkonventionen — wie zuvor, plus:
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Wir diirfen (a=b) statt a=b schrieben, F(t1,...,tn) statt Fty...ty

Wie in AL kdnnen wir beweisen:

Jeder Term und jede Formel, hat eine grammatische Konstruktion, welche wir in
baumartiger Gestalt aufzeigen konnen.
Obere Indizes von Funktions- oder Pradikatensymbolen geben deren Stelligkeit an.
Wir konnen sie erlassen, aber nur wenn die Lesbarkeit als Formel nicht ambig ist.
Fgax: nicht eindeutig: F(g(a),x) oder F(g(a,x))

F2glax Flg2ax

f
Beispiele fiir grammatische Strukturbdume: R a)
feg<abc: PX(Rf(a)»Qxg(yb)):  Rffa) _  Qxgly,b)
g - AP o Rf(a) —|> Qxg(y,b)
\Za}’ / Vx(Rf(2)>Qxg(y.b))

f2g2abc

Ubung: Welche der folgenden Zeichenreihen sind wohlgeformte Terme oder Formeln
(in einer nicht-ambigen Weise lesbar). Wenn sie es sind, zeichenen Sie ithren gram-
matischen Strukturbaum:
5.1. Terme: f(x,a), g3af2yz, g2aR, f(x,y, g(x,y),h(x,y,z)), ffffa
5.2. Formeln: Rxfyza, Qafb — Gxy,

Vx—Fx—>Ga, Vx—(Fx—>Ga), Vx(-Fx—>Ga), Vx(—(Fx—>Ga)),

Vx y(Ty A (Hxy — Mx)),
Vx3Ay(fx—Gy), Vx(Fx A Gf(y,x)) > —3IxWx

— In induktiven Beweisen auf die Komplexitdt von Formeln miissen wir hdufig mit

Induktion auf die Komplexitidt von Termen beginnen.

Terminologie: Eine Formel ohne Quantoren wird singuldr genannt.

Eine atomare Formel oder ihre Negation nennt man Literal, oder Basis-Satz (Carnap).



Eine Formel der Form Vx|...VxpA fiir singuldres A wird universell genannt
Eine Formel der Form 3xj...3xpA fiir singuldres A wird existentiell genannt
Der Begriff der Teilformel ist wie in der AL definiert.

Das Theorem der eindeutigen Lesbarkeit wird wie in der AL bewiesen.

81
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Quantorenbereich:
Wir berticksichtigen immer das Biindel aus Quantor plus angehédngter Variable

VX

, X Vy etc.

Der Bereich eines Quantors ist die Formel unmittelbar rechts von der anghéngten Va-
riable. Diese Definition ist anders, als die Bereichsdefinition fiir aussagenlogische
Operatoren — denn wir mochten sagen:

Vx, dx bindet diejenigen Variablen in seinem Bereich, die frei darin sind (siehe un-
ten).

Beispiele:

Vx (Mx—Ex) Alle Metalle leiten Strom

NS

Ix(SxA=WX) Es gibt einen Schwan, der nicht weil3 ist.

& AVX(SxA-WX) < = VX(Sx—>WX)
Vx Vy Lxy

VxVyLxy Jeder liebt jeden

<> VyVxLxy Jeder wird von jedem geliebt.
Gleichermalen: 3x Jy Lxy Jemand liebt jemanden.
Vx3dyLxy Jeder liebt jemanden.
IxVyLxy Jemand liebt alle. (Jeder wird von dem selben geliebt)
IxVyLxy |F—Vy3dxLxy Jeder wird von jemandem geliebt.
(starker) (schwicher)
Definition der Existenz einer Grenze 'lim' einer infiniten Sequenz von positiven, reel-
len Zahlen (ri,ra,...):
Jlim € |R" Ve>0 Ine|N Vm>n: [rn—lim| < €.

Abkirzungen: Vx,yA — steht fiir VxVyA

VxeB:A steht fiir Vx(xeB — A).  Vx>y: A steht fiir Vx(x>y — A).
Anm.: VxFa — dies ist erlaubt: Vx bindet nichts: VxFa <> Fa.
Z.B.: Alles ist so, dass die Erde rund ist.

Vx3xLxx — der innerste Quantor (3) bindet zuerst: VxIxLxx <> IXxLxx.
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Notation: Fiir eine Formel A, seien V(A), C(A), F(A), HAA), Z(A), F(A), F(A),
die Menge aller Individuenvariablen, Individuenkonstanten, Terme, Pridikatensym-
bole, n-stellige Pradikatensymbole, Funktionssymbole, n-stellige Funktionssymbole,
die irgendwo in A vorkommen. Gleiches fir Terme t: V(t), C(t), (1), F (1), F 0(t)
(keine Relationssymbole kommen in t vor) und fir Formelmengen: V(I'), € (I'), ('),
AT), ), & (), FI).

Definition (Freiheit und Bindung, offene und geschlossene Formeln):

1. Ein Vorkommnis einer Variable v in A wird frei in A genannt gdw sie nicht im Be-
reich eines Quantors vorkommt, der v als zugehorige Variable hat (Vv or 3v).

2. Eine Variable ist frei in A gdw sie mindestens ein freies Vorkommnis in A hat.
Ve(A) = Die Menge der Variablen, die frei in A sind.

3. Eine Formel von £ die keine freien Variablen enthilt wird auch geschlossene

Formel, oder Satz gennant. Andernfalls ist sie eine offene Formel.

Hinweise: 1.) Puristen definieren den Begriff eines "freien Variablenvorkommnisses"
rekursiv, und zwar so:
1) Wenn A atomar ist, dann ist das (jedes) Vorkommnis jeder Variable in A frei in A.
i1) Wenn A = —B, ist ein v-Vorkommnis frei [gebunden] in A gdw sie frei [gebunden, resp.]
in B ist.
i11) Wenn A = B0C, dann ist ein v-Vorkommnis, dass in der Teilformel B von A vorkommt
frei [gebunden] in A gdw sie frei [gebunden, resp.] in B ist, —und gleiches fiir C.
iv) Wenn A = [1VxB, dann ist ein v-Vorkommnis frei in A gdw v#x und v frei ist in B,
andernfalls (wenn v=x), ist v gebunden in A.

2.) Offene Formeln Fa, FanGx, FxadyRxy, Rxz, etc. sind weder wahr, noch
falsch! Vielmehr driicken sie (mdglicherweise komplexe) Priadikate aus — deren Stel-
ligkeit = die Anzahl der freien Variablen. Deren Interpretation ist kein Wahrheits-

wert, sondern eine Extension.
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3.) Notation: A[x] Bezeichnet eine offene Formel, ein komplexes Pradikat, welches
x frei enthélt (es kann auch andere freie Variablen enthalten):

4.) Gebundene Variablen haben nur syntaktische Funktion: VxA[x] <> VyA[y]

5.) VXA < IxA < A gdw A geschlossen ist (keine freien Variablen enthilt). Also:

VxFa <> Fa, und Vx3dxFx <> 3IxFx — d.h. der innerste Quantor bindet die Variable.

Ubung 5.3: Bestimmen Sie die Quantorenbereiche, die freien und gebundenen Vari-
ablenvorkommen, und die freien Variablen, der folgenden Formeln. Welche Quanto-
ren binden nichts? Welche dieser Formeln sind Satze?

(a) 3xRxx — Rax, (b) =Ff(a,z)>VzFz, (¢) Vxdy(Ty v (Hxy — Mxa))ARxb),

(d) Vx(Fan(dyGxz v dyRybf(x)) — Ryx), (e) VxIy(FarFy—>—-Gx)AFz(Fur—Gy),
(f) JuVvx3z(Ff(x,y,a)—>Gf(x,z,a)).

Ubung 5.4: Geben Sie eine rekursive Definition fiir Vf(A).
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5.2 Semantik

Definition (Bewertungen, Interpretationen, Belegungen, Strukturen):
1. Eine £-Bewertung ist ein Paar <D, v> wobei D= eine nicht-leere Menge von In-
dividuen, der so genannte Objektbereich, und die Bewertungsfunktion v eine Funkti-

on RoFUV in mengentheoretische Strukturen von D ist, nach dem Typ definiert wie

folgt:

V=VanU Vgn U Vo

V#n: J& — [P(Dn) also fiir alle Re Z0 (n>0): v(R) < Dn

vzn: §0— D(DD) also fiir alle fe ¥ 1 (n>0): v(f): D" —D Interpretation

speziell: ve : € — D also fiir alle acC: v(a) €D

vp: U —>D also fiir alle xeV: v(a) eD - eine Variablen-Belegung

2. vI(RUF) wird eine Interpretationsfunkiton gennant

und <D,I> eine £L-Interpretation.

Interpretationen interpretieren nicht-logische Terme und determinieren die Wabhr-

heitswerte von Sitzen, aber nicht von offenen Formeln.

v wird eine Variablen-Belegungsfunktion genannt, kurz eine V-Belegung.

= Eine Interpretation plus eine Variablenbelegung ist eine Bewertung. Sie deter-
miniert hypothetische Wahrheitswerte, sogar fiir offene Formeln (Wenn die freien
Variablen diese Objekte denotieren wiirden, dann waren die Wahrheitswerte des Sat-
zes so-und-so.)
Wenn wir Bewertungen fiir offene Formeln in Betracht ziehen, dann fungieren freie
Variablen wie nicht-logische Symbole. Wir tun das nur 'hypothetisch'.

Hinweis.: Fiir pe®, v(p) < D° = {J}; was entweder J:=0 oder {J}:=1 ist.
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<D.,I> wird auch eine L-Struktur genannt oder £-Modell nach Tarski.

Nehmen wir an, die Relationssymbole sind als indizierte Mengen, # = {Ri: ie<N},
gegeben und gleiches gilt fiir ; dann kann die £-Struktur in der folgenden, ,explizi-
ten” Form geschrieben werden :

<D, {v(Ri):1€|N}, {v(f): 1€|N, Stelligkeit(fi)>0}, {v(ci): 1€|N, Stelligkeit(c;) = 0}>.
Solche Strukturen sind mégliche Welten in einer mengentheoretischen Reprisentati-
on.

Oft unterscheiden wir zwischen sprachlichen Entitten als Gegenstiick zu men-
gentheoretischen Entitaten wie folgt: a, b ... sind Konstanten in €; kursiv a, b, ...
sind (zugeordnete) Individuen in D; gleichermallen R, Q...Relationssymbole; R, Q,...
(zugeordnete) Relationen iiber D, etc. Aber wenn der Kontext klar ist, werden wir

iberfliissige Kursivierungen weglassen.

Notation: Fiir eine gegebene Bewertungsfunkiton v, ist v[x:d] wie v auB8er, dass sie d
der Variable x zuordnet. GleichermaBen ist v[xj:d{,...,Xxn:0dn] wie v auller, dass sie d;
verwendet, statt x; (1<i<n).

(Manchmal erlauben wir diese Notation auch fiir Individuenkonstanten, z.B. v[a:d].)

Definition (rekursive Extension von v auf Terme und Formeln — D als gegeben an-
genommen):

1. Terme:

(1) Fiir t € VUE: bereits definiert.

(i) Firn>0,f e 90, t1,...th € J: v(ft]...tn) = v(H)(v(t1,...,v(tn))

Beispiel:

D={1,2,3,4,..} v(a)=1,v(b)=2, v(c) =3, v(f) =+

v(f(a, b)) = v(f)(a, b) = (v(a), v(b)) =+(1,2) =1+2=3

v(f¥(c, f*(a, b)) = v(f»)(v(c), v(f(a,b)))=+(3,1+2)=(1+2)+3=1+2+3=6
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2. Formeln:
(i) Atomar: Fiir n>0>m Re %, t1,....,th € I
(1.1) v(Rty...ty) = 1 gdw <v(t1),...,v(tn)> € v(R) (sonst= 0).

Fortsetzung Beispiel:

V(R?) = <= {<1,2>,<1,3>,<1,4>, ... <2,3>,<2,4>,<2,5>, ... <B 4>, <3,5>, ...}
v(Rab) = 1< <v(a), v(b)> € v(R) & <1,2> e v(R) <=1 <2

Daher: v(Rab) =1

(1.2) Identitatsformeln: v(ti=tp) = 1 gdw v(t;)=v(t2) (sonst=0)
(i) AL: v(=A)=1 gdw v(A)=0 (sonst0)
v(AvB) =1 gdw v(A)=1 or v(B)=1  (sonst =0).
(ii1) Quantoren: v(VxA) =1 gdw fiir alle deD, v[x:d]J(A)=1 (sonst=0).

Beispiel:
v(VxFx)=1< Vd € D, v[x:d](Fx) =1 < Vd € D, d € v(F)

Anm.: Dies impliziert: v(3xA) = 1 gdw es ein deD gibt, sodass v[x:d](A) = 1.
Referentielle Semantik nach Tarski:
Es darf viel mehr Individuen in D geben, als Individuenkonstanten in €. (Zuvor:

,substitutionelle’ Semantik nach Bolzano; Annahme: fiir jedes d € D einen Namen in

€ mit v(n) = d. Zu eng!!)

Sonderfall fir peZ: v(p)=1 gdw <>= :=0 ev(p) gdw v(p) = {0}:=1.
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Wir schreiben <D,v> |== A gdw v(A) =1 in D gilt.

Wenn <D,v> |== A , nennen wir die £-Struktur <D,v> ein Modell fiir A; wir sagen
in diesem Fall auch, dass <D,v> A erfiillt, oder verifiziert.

Wenn <D,v> |=/= A, d.h. <D,v> |== —A, dann wird <D,v> ein Gegenmodel fiir A
genannt; und wir sagen, dass <D,v> A falsifiziert, oder widerlegt.

Logische Wahrheit (|— A), logische Falschheit, Giiltigkeit von Schliissen (I" |—A),
Erfiillbarkeit von Formelmengen etc. sind wie in der AL definiert, basieren jedoch
jetzt auf Bewertungsfunktionen fiir PL. — Zu Beachten: fiir Sdtze hangen diese Eigen-

schaften alleine vom Interpretationsteil der Bewertung ab.

Anm.: Eine logisch wahre Formel der PL wird nicht ldnger Tautologie genannt, dieser

Name ist fiir AL-Formeln oder PL-Instanzen selbiger reserviert.

In diesem Kapitel steht L = L1 fiir alle giiltigen Formeln der PL und |— = }— fuir

die korrespondierende Ableitungsrelation.

Theorem (Extensionalitdt von Formeln):

Wenn zwei Bewertungen vi und v2 den selben Objektbereich haben und in allen Va-
riablen, Konstanten, Relations- und Funktionssymbolen, die in A vorkommen, {iber-
einstimmen, viT(RAA)UF (A)UVA)UC (A)) = vT(RAA)UF (AUVA)UC (A)),

dann stimmen sie in A, vi(A) = v2(A) liberein.

Ubungen: 5.5 Betrachten Sie eine Sprache £ mit dem Funktionssymbol f(x), drei
Pradikaten Fx, Gy, Rxy, und 5 Konstanten a,b,c,d,f. Betrachten Sie das £-Modell <D,
> mit D = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, I(a)=1, I(b)=2, I(c)=3, I(d)=4, I(e)=5, I(f) = f:D—>D
sodass f(n) = 10—n; I(F) = {1,3,5}, I(G) = {6,8,10}, I(R) = {<n,m>eD?* n>m}.
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Bestimmen Sie die Wahrheitswerte von: Fa, Ff(a), GavGfa, Vx(FxvGx), 3x3y(—Rxy
A =Ryx), Vx(FxVvFfxvGxvGfx), VxdyRxy, Vx(—Gx—3yRxy), IxVy(Ryxvy=x),
Vx(—x=a — JyRyx), Vx(—x=a — JyRxy), Vx(x=a — Fx), Vx(x=a — Ffx),
Vx(FxAFf(f(x)) <> x =a v x =c¢), Vx(Fx —» —Gf(x)), Vx(Fx —» —Ff(f(x))),
Vx(Fx — Fy(Gfx), Vx(GxAGf(f(x)) <> x = f(d) v x = f(b)),
3x1,X2,X3,X4( A {=xi=Xj: 1 <i#) <4} AFx, 3X1,X2,x3(A\ {—xi=X;: 1<i#]<3} AFX,
Vx,y,2(z = f(x) A z = f(y)) - x=y).

Tipp: Einfache Bestimmung mittels ,,Pseudoformeln®:
v(Fa) =v(v(a) € v(F)) =v(1 € {1,3,5}) = wahr
v(Ga v Gfa) = v(v(a) € v(G) v v(fa) € v(G)) = v(1 € {6,8,10} v 9 € {6,8,10}) =
falsch v falsch = falsch
v(Vx(Fx v Gx)) =v(Vd € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}: F(d) v G(d) ) =
v(vd € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}:d € {1,3,5} v € {6,8,10}).
v(vde{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} : d € {1,3,5} v d € {6,8,10} ) =wahr <
vde{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} : v(d € {1,3,5} v d € {6,8,10} ) =wahr <
vde{l1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} : d € {1,3,5} v d € {6,8,10}.
Dies ist falsch, weil z.B. fiir d=2: nicht (d € {1,3,5} v d € {6,8,10}).

Ubung 5.6: Beweisen Sie das Theorem der Extensionalitit durch Induktion iibr die

Komplexitdt von Formeln. Tipp: Fangen Sie mit der Festlegung fiir Terme an.
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5.3 Substitutionen in PL und Fortsetzung Semantik:

Substitution von Termen fiir freie Variablen in offenen Formeln

Einleitung: Wir wollen, dass A[x/t] die Formel ist, die aus der korrekten Substitution
des Terms t fiir alle freien Vorkommnisse von x in A ist, in der folgenden Weise:

Die Formel A[x/t] sollte dasselbe Uber t sagen, das A lber x sagt.

Beispiel: Wenn A = Fx—Gyx, dann A[x/t] = Ft >Gyt.

In anderen Worten:

VxA sollte A[x/t] logisch implizieren fiir alle teJ.

GleichermaBen sollte A[x/t] JxA implizieren.

Problem der Variablenkonsfusion: Wenn t eine Variable y enthilt, die durch irgend-
einen Quantor Vy oder 3y in A nach der Substitution gebunden ist, dann wird unsere

semantische Intention fiir A[x/t] nicht langer giiltig sein.

Beispiel flr Variablenkonfusion:

Angenommen D={1,2}, v(F) = {<1,2>,<2,1>}, v(x)=1.

Dann v(Vx3dyFxy) =1 weil <1,2>und <2,1> € v(F).

Ebenso v(dyFxy)=1  weil <1,2> € v(F)

Aber (JyFxy)[x/y] = JyFyy

Und v(3yFyy) = 0, da weder <1,1> noch <2,2> € v(F).

Also dyFyy (etwas F't sich selbst) ist keine korrekte Substitutionsinstanz von JyFxy

(etwas wird von x ge-F-t).
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Definition — Substitution fur freie Variablen:

Nicht-rekursive Definition:

(1) tist frei fiir x (durch x substituiert zu werden) in einer Formel (oder einem Term)
A gdw keine freien Vorkommnisse von x in A im Bereich eines Quantors liegen,
welcher eine Variable in t bindet. (Anm.: wenn A ein Term ist, hat A keine Quanto-
ren, und daher ist t immer frei).

(3) Vorausgesetzt t ist frei fiir x in A, dann bezeichnet (A)[x/t] das Resultat der simul-
tanen Substitution von t fiir alle freien x-Vorkommnisse in A.

Andernfalls ist (A)[x/t] prima facie undefiniert.

Rekursive Definition:

(1) Konstanten und Variablen: Fiir u eVUE€: u[x/t] =t wenn u=x; sonst u[x/t] = u.

(2) Komplexe Terme: (fty...to)[x/t] = f( (t1)[x/t]...(ta)[x/t] ).

(3) Fir atomare Formeln ist Aa: t frei fir jedes xeV(Aa), und (Rty...th)[x/t] =
R(t1[x/t])...(ta[X/t]), und (t1=t2)[x/t] = (t1[x/t]) = (t2[x/t])

(4) Propositionale Operatoren: (4.1) t ist frei fiir x in —A wenn t frei ist fiir x in A,
und (—A)[x/t] = —(A[x/t]); (4.2) t frei ist fiir x in AvB wenn t frei ist fiir x in A und
in B, und (AvB)[x/t] = ( A[x/t] v B[x/t])

(5) Quantoren: t ist frei fiir x in VzA wenn t nicht z enthdlt und t frei fir x ist in A;
und vorausgesetzt, dies ist der Fall, dann: wenn z = x, dann (VzA)[x/t] = VZzA, und
wenn z # X, (VzA)[x/t] = Vz(A[x/t]); andernfalls ist (VzA)[x/t] pima facie undefi-

niert.

Anm.: (A[x/t]) ist eine metasprachliche Notation. Die Klammer um t oder A wird be-
notigt, um Ambiguitdt zu vermeiden. Z.B. (FxAGx)[x/a] = FanGa # FxA(Gx[x/a]) =
FxAGa.

In Fillen wo keine Ambiguitét auftreten kann, konnen wir die Klammern um A weg-
lassen. Wir erlauben auch Hilfsklammern, ((A)[x/t]), wenn sie die Lesbarkeit erho-

hen.
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Ubung: 5.7 Fiihren Sie die Substitutionsoperationen [x/a], [x/f(y)], [x/g(z,a)] fiir die
folgenden Formeln durch — welche Fille sind prima facie definiert, was ist das Resul-
tat? VxFx, VxFx—>Gx, Vy(Fxa3dxRxy), 3FyFg(y, f(x)), VzRxz.

5.8 Beweisen Sie durch Induktion: Wenn y frei ist fiir x in A, dann ist (a) x frei fiir y

in A[x/y], und (b) (A[x/y])[y/x] = A, vorausgesetzt y ist nicht frei in A.

Das folgende Theorem zeigt, dass die Definition den intendierten Effekt hat, namlich,
dass "A[x/t] Uiber t dasselbe sagt, was A iiber x sagt*:
Theorem — Koinzedenz von Substitution und Bewertungswechsel
Wenn t frei fir x ist in A, dann: v(A[x/t]) = v[x:v(D)](A)
Beweis:
1. v(u[x/t]) = wennu=x: =v(t)=v[x:v(t)](u) dau=x
wenn u#x: = v(u) = v[x:v(t)](u) da u=x.
2. v( (fty...tp)[x/t] ) = v( f(t)[x/t] ... (tn)[x/t])
= v()(v(t1[x/t]), ... ,v(ta[x/t]))
= v[x:v(t)](H(v[x:v(t)](t1),...,v[x:v(t)](tn)) nach IH und da v[x:v(t)](f) = v(f)
= v[x:v(t)](ft]...tn).
3. v((Rty...tp)[x/t] =1 < v(R(EAD[X/L] ... (t)[x/t] ) =1 <
& (vt [x/t)), ... ,v(ta[x/t]) ) € v(R)
< (v[xiv(t)](t1),...,v[x:v(t)](tn) ) € V(R) , da nach TH v[x:v(t)](t)) = v( ti[x/t] )
und da v[x:v(t)J(R)=v(R) < v[x:v(t)](Rt]...t).
4. — Ubung unten: induktive Schritte fiir A = —B und A = BvC.
5. Fiir VzB: Wir nehmen an, dass t frei flir x ist in VzB, also z ¢ V(t).
Wenn x=z: v((VzB[x/t])) = v(VzB) = v[x:v(t)](VzB), weil x nicht frei ist in VzB
(und Extensionalitdtstheorem).
Wenn x#z: v((VzB[x/t] )) =1 < v(Vz(B[x/t]) ) =1< Vd e D: v[z.d](B[x/t]) = 1
< Vd e D: v[z:d, x: v[zzd](t)[(B)=1 nach IH
< Vd e D: v[z:d, x:v(t)] (B) =1 weil v[z:d](t) = v(t) daz ¢ V(t)
< vixiv(t)] (VzB)=1. Q.E.D.
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Wir zeigen, dass unsere Definition von Substitution das gewiinschte Resultat hat:
Theorem (Ul): |F—VxA — A[x/t] (vorausgesetzt A[x/t] ist definiert.)

Beweis: Durch Kontraposition. Angenommen, es existiert <D,v>, sodass v(A[x/t]) =
0. Dann, nach Koinzidenzlemma, v[x:v(t)]J(A) = 0. Also gibt es deD, sodass
v[x:d](A)=0. Also, v(VxA) =0. Q.E.D.

Ubungen: 5.9 Beweisen Sie die Induktionsschritte fiir A = =B und A = BvC im
Koinzidenztheorem.

5.10 Beweisen Sie (EG): |— A[x/t] — IxA mit dem UI-Theorem ("3" ist definiert
durch "V").

Korrekte Umbenennung von gebundenen Varaiblen und alphabetische Varianten:
VyA[x/y] ist sofern keine Konfusion passiert) eine (logisch dquivalente alphabetische
Variante von VxA

z.B. VyFy VxFx

— nicht zu vergessen, dass wir Variablenkonfusion verhindern miissen, die in zwei
Féllen auftreten kann:

1) y ist nicht frei fiir x in A:

Beispiel: VxVyRxy wird umbenannt in VyVyRyy <> VyRyy: eine andere Aussage!
Im Kontrast dazu ist VzVyRzy eine korrekte alphabetische Variante von VxVyRxy.
11) y hat freie Vorkommnisse in VxA:

Beispiel: VxRxy wird umbenannt in VyRyy: eine andere Aussage! VzRzy ist kor-
rekt.
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Definition (alphabetsiche Variante):
1. Wenn y nicht frei ist in A, aber y frei fiir x ist in A, dann ist VyA[x/y] eine unmit-
telbare alphabetische Variante von VXA — sie entsteht aus der korrekten Umbenen-
nung gebundener Variablen inVxA.
2. A ist eine alphabetische Variante von B gdw A aus B durch eine endliche Anzahl
unmittelbarer alphabetischer Varianten-Schritte entsteht, angewandt auf Teilformeln

von B.

Ubung 5.11: Beweisen Sie: Wenn A' eine unmittelbare alphabetische Variante von A
ist, dann ist A eine unmittelbare alphabetische Varainte von A' (benutzen Sie Ubung

5.81).

Anm.: "eine alphabetische Variante von" ist eine Aquivalenzrelation (siehe spiter).

Diese Definition von alphabetischen Varianten hat das gewlinschte Resultat:

Theorem: Wenn A eine alphabetische Variante von B ist, dann ||—A «» B.

Beweis: 1. Wenn A eine unmittelbare alphabetische Variante von B ist, dann hat B
die Form VxC, also A = VyC[x/y] wobei y frei ist fiir x in C aber nicht frei in C.
Nach Koinzidenzlemma, v(C[x/y]) = v[x:v(y)](C) fiir alle v.
Daher: v[y:d](C[x/y]) = v[y:d][x:v(y)](C) = v[x:d,y:d](C) =

= v[x:d](C), weil y nicht frei ist in C.
Also, v(VyC[x/y]) =1 < VdeD: v[y:d](C[x/y])=l < VdeD: v[x:d](C)=1 <
v(VxC)=1.
2. Wenn A eine alphabetische Variante von C ist, dann folgt die Behauptung durch
das Theorem der Ersetzung von Aquivalenten (Man erinnere sich an AL, Beweis fiir
PL folgt spéter). QED.
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Ubung 5.12: Welche der folgenden Formeln sind alphabetische Varianten von wel-
chen?

Vx(Fx ->3dyRxy), Vz(Fz ->3xRzx), Vy(Fy—>3zRyz), Yu(Fu—3vRvv),

Vy(Fy — 3yRyy), Vu(Fu — JyRyx)

Substitution flr freie Variablen in prima facie undefinierten Fallen — erweiterte Defi-
nition:

Nicht-rekursive Definition:

Wenn t nicht frei ist fiir x in A, dann A[x/t] := A*[x/t] wobei A* die erste alphabeti-
sche Variante von A ist, ensprechend der gegebenen Aufzéhlung von Variablen (vo-
ranschreitend von innen nach auBlen und links nach rechts), sodass t frei ist fiir x in
A%,

Beispiele: (IxpRx1x2)[x1/f(x2)] := (IxsRxix3)[x1/f(x2)] = Ix3Rf(x2)x3 .

(Ix2 IxazRx1)[x1/f(x2,x3)] = (Ix53Ix4Rx1)[x1/f(x2,%x3)] = Ix5Ix4Rf(X2,X3) .

(Vx2Fx1x2 A IxaGx3x4))[X1/X2, X3/T(X4)] = (VX5Fx1x5 A Ix6GX3X6))[X1/X2, X3/f(X4)]

= Vx5Fx2x5 A Ix6GT(X4)X6).

Rekursive Definition: Die "ist-frei-fiir"-Bedingung der alten Definition verschwindet,
und nur Satz (5) wird verdndert erweitert, wie folgt: wenn z = x, dann (VzA)[x/t] =
VzA; wenn z # x und t enthélt nicht z, dann (VzA)[x/t] = Vz(A[x/t]); und wenn z#x
und t nicht z enthilt, dann (VzA)[x/t] = Vz*( (A[z/z*])[x/t] ), wobei z* die erste Va-
riable ist, sodass (i) z* nicht frei ist in A, (i1) z* frei fir z ist in A, und (iii) t nicht z*

enthilt.

Anm.: Das Koinzidenztheorem lasst sich einfach zu der folgenden, erweiterten Defi-

nition erweitern.
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Simultane Substitution fur verschiedene Variablen — Definition:

Wenn ti frei ist fiir Xi in A fiir 1<i<n, dann bezeichnet A[x]/t1,...,Xp/tn] das Resultat

der simultanen Substitution von tj fiir xj in A - d.h. die simultane Ersetzung aller

freien xj-Vorkommnisse durch t; , fiir alle 1<i<n.

Unterschied zwischen simultaner und sukzessiver Substitution:
(Fx A Gy)[x/fy, y/fy] = Ffy A Gfy
((Fx A Gy)[x/fy])[y/fy] = Fffy A Gfy

Ubung 5.13: Beweisen Sie das Koinzidenztheorem fiir den generalisierten Begriff der
Substitutution. Zeigen Sie einfach, was neu/anders in diesem Beweis ist.
5.14 Geben Sie eine rekursive Definition fiir "simultane Substitution" in Analogie zu

der obigen Definition; erkliren Sie einfach was neu/anders in dieser Definition ist.

Substitution fiir Pradikate (Kleene):
Wie in der AL benutzen wir Axiom,- und Regelschemata in der PL.
Z.B., nicht nur VxFx—Fa ist semantsich giiltig, sondern auch

VxA —A[x/t] ist semantisch giiltig, fiir jede Formel A und jeden Term t.

Abschliellende Bemerkung zu Substitution:

PL ist geschlossen, unter der folgenden Regel fiir Substitution von Pradikaten:

Wenn |—A, dann ist, fiir jedes n-stellige Pridikat Fz,...z, in den 'Namens-Form Va-
riablen' zi, ...,zn, und Formel (= komplexes Priadikat) B, auch |—A[F/B], wobei:

A[F/B] ist das Resultat der Ersetzung jedes Vorkommnises von Ftj...t5 in A* durch
(B[z1/t1,...,zn/tn]), wobei A* die erste alphabetische Variante von A ist, sodass keine
anonyme Variable von B (= keine freie Variable von B, welche keine Namens-Form

Variable ist) in A*[F/B] gebunden wird.
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Theorem (AL ist in PL enthalten): (L1 PL £0 AL)
Ein Schluss I' |[— A ist PL-giiltig, wenn er eine Substitututionsinstanz eines giiltigen
AL-Schlusses ist. Wir nennen solch einen Schluss propositional oder tautologsich

giiltig. (Gleiches fiir Formeln.)
Formal: T [—A = s(I) |1 s(A), wobeis: P — L1,

Beiweis: Es sei vl eine L1-Bewertung. Wir definieren die korrespondierende v0-
Bewertung zu & durch: vO0(p) = v1(s(p)).

Koinzidenzlemma fur AL-PL: Fiir alle Ae£y: vO(A) = vI(s(A)).

Beweis: Ubung.
Also: per Kontraposition: Wenn es ein vl gibe, welches s(I') [ s(A) widerlegen
wiirde, dann wiirde das gemiss Koinzidenzlemma definierte vO aufgrund Koinzi-

denzlemma I' | A widerlegen (vO |==T" aber vO(A)=0). QED.

Notation: (1) Eine PL-Formel wird elementar genannt, wenn sie nicht propositional
zusammengesetzt ist. (2) Die propositionale Form einer PL-Formel A ist diejenige
AL-Formel Ao welche aus A durch Ersetzung der Teilformeln von A durch Aussage-

variablen entsteht. (Gleiches fiir Schliisse.)

Ubungen:

5.14: Beweisen Sie das obige Koinzidenzlemma fiir AL-PL.

5.15: Was ist die propositionale Form der folgenden Formeln und/oder Schliisse:

(@) Vx(Fxa—-Gx) — (GxFxaAQy), (b) Fa — 3Fz(VxRxz A Vy(FyvGyz)), (c)
—(—FanGa) / (Fa v—Ga), (d) (Fa—>—3xGx)—>(VxRxAIx(Fxv—-Gx)), (e) (VxFx
A VxGx) = VxFx, (f) Vx(Fx A Gx) — VxFx, (g) ~(Vx3yFxy A—=Vx3dyFxy).

5.16: Welche der folgenden Theoreme von Schliissen der PL sind propositional giil-



tig? Wenn sie es sind, was ist ihre propositionale Form?
(VxFx A VXGx) [—VxFx, Vx(Fx A Gx) |—VxFx,
VxFx, VxFx —(3xGxAHx), -3xGx vQa |—Qa

VxFx , VxFx — (3xGxAHb), =3xGx vHa |— Ha v Hb.

98
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6. Deduktive Kalktle fur die PL

Kalkil S*# fiir PL:  (S* Abkiirzung fiir S*1; S*0 fiir AL S*).

Sequenzen Préasentation Satz Prasentation
AL-Regeln: |
Jedes Axiom und jede Regel von S*0 11 A1
In Addition — als eine 'Abkiirzung von PL-Beweisen':
(Taut): 'y F—Ay, ..., Tn—An/ U{T:1<i<n} [—B In An
wenn Aj,...,An [— B tautologisch giiltig ist B Taut ii,...,in

Unkritische Quantor-Regeln:
Universelle Instantiierung - -Beseitigung: VXA
UL T —VxA /T |— A[x/t] (fiirjedes xe?, ted) A[x/t]

Beispiel von Instanzen:
I —VxVyRxy /T |— VyRay x->x, t->a, A->VyRxy, A[x/t]->VyRay
I' —VyRay /T —Rab x->y, t->b, A-> Ray, A[x/t] -> Rab

Durch Reit und KB kriegen wir die Version 1. Stufe VXA |— A[x/t]) und das
Theorem |— VXA —A[x/t]

Existentielle Generalisierung - FEinflihrung: A[x/t]
EG: T F—A[x/t] / T F—3xA (fiir jedes xe, ted) IxA

1. Stufe: A[x/t] F—3xA; Theorem |— A[x/t] = Ix :

Ubungen:
6.1.Was ist die Instanziierungsfunktion fiir Rab —3xRxb, IxRxb —JyIxRxy
6.2. Leiten Sie das Definiens von EG ab: I' [— A[x/t] / T ——=Vx—A

(In anderen Worten, zeigen Sie, dass EG aus UI folgt, per Defininiton von 3)
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Kritsiche Quantor-Regeln: (haben Restriktionen R) .
Universelle Generalisierung - V-Einfihrung: A[x/a]
(UG): T —A[x/a] /T —VxA (firjedesxe?, acC) VXA R:anichtin A,

oder einer
R: a kommt nicht in I" oder A vor! ~ Primisse, oder
offenen
Annahme
Beispiele von Instanzen:
I' —Rac /T |— VxRxc Instanz: x->x, a->a, A->Rxc, A[x/a]->Rac

I' —VxRxc /T |— VyVxRxy Instanz: x->y, a->¢, A->VxRxy, A[x/a]->VxRxc

Intuition: Wenn wir A[a] fiir irgendeine Konstante a beweisen kénnen, ohne irgen-
detwas dariiber anzunehmen, dann konnen wir dieselbe Behauptung fiir alles bewei-

Sen.

Wir konnen auch iiber Variablen generalisieren (s.u.) aber wir diirfen nicht iiber Ter-

me mit Funktionssymbolen generalisieren.

— Gegenbeispiel 1: A = Fx, t=f(a).
Vx(Fx—Ff(x)), Fa—Ff(a) — der Term f(a) taucht nicht in der Primissenmenge
auf.

Aber Vx(Fx—Ffx), Fa |-/- VxFx!

Anm.: a darf nicht in A vorkommen: A resultiert aus A[x/a] durch Ersetzung von je-
dem a durch x!

(In Logik I schrieben wir A[a] und A[x], und mussten ebenfalls fordern: a nicht in
A[x].) — Gegenbeispiel: Sei A = Fa—>Fx, A[x/a] = Fa—>Fa.

& —Fa—Fa aber J|-/- Vx(Fa—Fx) —| —Fa —VxFx (s. u.).
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F-Einflhrung in der Pramisse: IXA
Auch genannt: Existentielle Instantiierung - FBeseitigung: A[x/a]
(EI): T, A[x/a] —B /T, 3xA —B (fur alle xe, acC)

vorausgesetzt, a taucht nicht in I" oder B oder A auf B

B R wie oben

Ubung: 6.3 Warum kdnnen wir A[x/a] F— VXA nicht mit (UG) beweisen?

6.3 a) Beweisen Sie das Definiens von EI durch UG.

6.4 Beweisen Sie, dass UG — im Kontext der AL-Regeln — dquivalent mit seiner KB-
Version (oder 'Hilbert-Style Version): —B — A[x/a] / — B — VxB, ist, vorausge-
setzt, a ist nicht in A, B.

6.5 Beweisen Sie, dass EI dquivalent ist, mit: — A[x,a]>B / 3xA — B, vorausge-

setzt, a ist nicht in A, B.

Theorem: UG kann dquivalent ersetzt werden durch:

(UGv): T —A /T |—VxA vorausgesetzt, x ist nicht frei in T’

(GleichermaBen, EI durch EIv: I', A — B /T, 3xA |—B; vorausgesetzt, x ist nicht
freiin I, B)

Anm.: der Beweis von UG a<> UGy ist aufwendig, aber notwendig, weil beide Re-
geln in verschiedenen Systemen benutzt werden. Der einfachere Weg wire es, UG
durch die folgende, generellere Regel zu ersetzen: (UGg:) I' F— A[x/t] /T |— VxA
vorausgesetzt, te CU ist nicht frei in I', A (kann t eine Variable oder Konstante

sein!; Und Gleiches gilt fiir EIg).

Beweis: In beide Richtungen, nach Induktion auf die Lange des Beweises.
(UGv) = (UG):
Angenommen <I'| F— Aj,...,I'n — Ap> ist ein Beweis von I' — A[x/a], sodass a

nicht in I oder A vorkommt.
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Wir ersetzen in jeder Sequenz die Variable (Individuenkonstante) a durch eine Vari-
able y welche nirgendwo anders in diesem Beweis auftaucht. Wir zeigen, dass die
modifizierte Sequenz immer noch ein Beweis ist (denn dann konnen wir darauf UGv)
anwenden). Wir versehen die modifizierten Formeln mit Sternchen. Also I'i*[y/a] =
I';. Wir zeigen, dass

i) wenn I'j*[y/a] — Aj*[y/a] ein Axiom ist, dann ist es auch I'j* F— Aj*.

ii) wenn I'i*[y/a] F— Aij*[y/a] aus T'k*[y/a] F— Ax*[y/a], T'j*[y/a] F— Aj*[y/a] (k,j<i)
nach einer der Regeln folgt, dann folgt I'i* F— Aj* aus I'y* — Ax*, I'j* F— Aj* nach
der selben Regel.

— 1) gilt, da unser einziges Axiom Reit ist.

— 11) gilt fiir alle aussagenlogischen Regeln, weil die propositionale Form eines
Schlusses nach Substitution einer Konstante durch eine Variable unverindert bleibt.
— ii) gilt fiir UL: wenn I'j*[y/a] — (VxA{*)[y/a] / Ti*[y/a] — (Ai*[y/a])[x/b] eine
Ul-Instanz ist, dann ist auch T'j*F— VxA;j* /I'i* — Aj*[x/b] eine Ul-Instanz.

— ii) gilt fiir UGv-Schritte: wenn T'j*[y/a] — Aj*[y/a] / Ti* — VxAj*[y/a] eine
UGv-Instanz ist, dann ist auch T';* — Aj* /T[i* — VxA;* eine UGv-Instanz.

Also ist die modifizierte Sequenz von Sequenzen <I'1* [— Atr*,...I'n* |—
Ap*>ein Beweis von I' — A[x/y], denn: a ist nicht in ', also I' = 'h=Tv*; und a ist
nicht in A, also ist, nach der 'a-durch-y'-Ersetzung in A[x/a] gleich A[x/y]. Daraus
gewinnen wir I' — VyA[x/y] nach vUG, und daraus I' — A[x/y, y/y] =A nach UI,
und daraus wiederum I' — VxA nach vUG .

(UG) = (UGV):

Angenommen <I'| |— Aj,...,I'n — Ap> ist ein Beweis von I' — A mit x nicht frei
in I". Wir ersetzen uniform alle Vorkommnisse der Variable x in der Ableitung durch
eine Konstante a welche nicht in I" vorkommt. Wir zeigen, dass die modifizierte Se-
quenz <['1* — A1*,....I'n* — Ap*> erneut ein Beweis von I' — A[x/a] ist (denn
dann konnen wir UG anwenden).

Wie oben wird ein Axiom zu einem modifizierten Axiom und eine aussagenlogische

Regel zu einer modifizierten aussagenlogischen Regel.
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Wenn I'j |— VzA / T'j — A[z/b] eine Instanz von Ul ist, wird auch die Modifikation
eine Instanz von UI sein, weil entweder z#x wodurch nichts durch die Anwendung
von [x/a] passieren kann, oder z=x, wodurch VzA* = VzA und (A[z/b])* = A[z/b].
Wenn I'j F— A[z/b] / T'j — VzA; (wobei b nicht in I'j) eine Instanz von UG ist, dann
wieder entweder b=a, oder b=a wodurch a nicht in I’ ist. Durch Anwendung eines
UG-Schrittes erhalten wir I' — VxA, denn I'* =T hat kein freies x.

Q.E.D.

Theorem (Lemma zu neuen Konstanten): I'[x/a] — A[x/a] = T'—A wenn a ¢
CT,A)

Ubung 6.6: Beweisen Sie das Theorem. Beweisen Sie auch die andere Richtung, tri-

vial nach UL

Ubung 6.7: Beweisen Sie einige der folgenden Theoreme und Formeln (nach Wahl).

sk sk sk sk sk skeoskeoskeosteo sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sl sk sk sk sk sk sk sk sk skeoske skeoskeoskeoskeoskoskoskeoskeoskoskostosto sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skeoskoskosk sk

Wichtige Aquivalenztheoreme der PL:
(ebenfalls sehr wichtig fiir logische Aquivalenzumformung in Normalformen):
(AV): A & B Wenn B eine alphabetische Variante von A ist
(Defd):  VxA[x] <> —3Ix—A[X]

IxA[Xx] > = Vx—=A[X]

(RDist) Vorausgesetzt x ist nicht frei in A: beschréankte Distribution
A v VxB & Vx(A v B) (A > VxB) & Vx(A - B)
A A VB & Vx(A A B) (VxB > A) & Ix(B—> A)
A A JxB < Ix(A A B) (A — 3xB) & Ix(A —>B)

A v IxB < 3Ix(A v B) (3xB > A < (VxB—> A)
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(UDist) V(A A B) <> VxAA VxB unbeschrinkte
Ix(Av B) &> 3xA v IxB Distribution

(Zur Erinnerung: wir haben Distr. fiir V-v und fiir 3-A widerlegt.)

(QE)  Austausch der Quantoren
dxdyA <> Jy3dxA VxVyA < VyVxA

Einseitige Implikationen:
VXA v VxB — Vx(A v B) Vx(A - B) > (VxA - VxB)
Ix(AAB)—> 3IxA A3IxB JIxVyA — VydxA

***************************Ende_der_Liste***************************
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Zusatliche Regeln und Axiome fur S*= (S* mit Identitét):

t=t
Identitat - =-Einflhrung: ;
(Id): T [—t=t fir jedes teJ
(Anm: Id ist d4quivalent mit I [— Vx(x=x) .)
Extensionaliat (Substitution von Identischem, Gleichheit) - =-Beseitigung:
(Ext=): T |— t1=tp / T |— A[x/t1] > A[x/t] fiir alle xe, tieg
ti=t
Alx/ti]>A[x/t2]

Einige Instanzen von (Ext):

I'—a=b /T |I—VxRxa— VxRxb
wir wihlen x ->y, A->VxRxy, tj->a, t2->b, also A[x/t;]->VxRxa, A[x/tp] -> VxRxb

Wichtige abgeleitete Identitatstheoreme und -regeln:
1. Symmetrie: I’ F—ti=ty / T’ F—to=t;

Beweis:

1.T —ti1=t Prim

2.T —ti=t] > tr=t]  Extaus 1, es sei A -> (x=t1)

3.T —t1=tg Id
4. T —tr=t; MP 2,3
2. Transitivitat: T' F—t1=ty, T—ty=t3 / T —t1=t3. Beweis: Ubung unten

3. (Extes): = A{ ti=tj' : 1<i<n} — (A[X1/t1,...,Xn/tn] <> A[X1/t1,....Xn/tn'])

Beweis: — Richtung von ¢»: zuerst ersetzen wir die Variablen x1,...,xy in A durch neue

Variablen z1,...,zy die nicht in A, oder in ty, ..., t, vorkommen, und erhalten A*. Dann fiih-
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ren wir die sukzessive Substitution zu A*: A*[zi/t1], A*[zi/t1][z2/t2],

A*[z1/ty]...[zn/tn] durch. Jede dieser Formeln wird logisch impliziert, durch A{ ti=t;' :
1<i<n} via (Ext) und AL.A*[z1/ty]...[zn/tn] ist identisch mit A.

«Richtung von «»: folgt aus der Symmetrie von =und AL. QED.

Ubungen:

6.8: Zeigen Sie, dass der obige Beweis von UG <> vUG auch funktioniert, wenn die
Identitdtsaxiome hinzugefiigt werden.

6.9: Beweisen Sie die Transitivitat von =.

6.10: Beweisen Sie:

a) Jx(x=t) diskutieren Sie die Bedeutung fiir

b) [— Ft <> Ix(FxAx=t) Ontologie und Wissenschaftstheorie

¢) —Ft< Vx(x=t >Fx)

Anm.: Ein Satz wird essentiell quantifiziert genannt gdw er quantifiziert ist und nicht
L-dquivalent mit einem singuldren Satz. (Gleiches gilt fiir "essentiell universell" und

"essentiell existentiell").

Ausdriicken von Zahlen, Teil von Frege’s Programm:

Inx = 3X[. IxpA{—xEx 1<i<9<n} D hat mindestens n Elemente
InxFx = 3x1... Ixp(A{Fxi: 1<isn} A A{=(xi=Xj) (1<i<j<n }
v(F) hat mindestens n Elemente
30x = VX1 VXl (A {= (X =Xj) [ 1<i<9<n | = V{X{ = Xp+] [11<i<n})
D hat hochstens n Eemente
JnxFx =
VX1... VXt I (A{FXi: ISi<nt 1} A A{=(xi = X)) [1<i9<n | = V{X{ = Xp+] [:1<i<n})
v(F) hat hochstens n Elemente

I'nx =4f Ipx A I0X D hat genau n Elemente
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I!InxFx =¢¢ InxFx AdnxFx v(F) hat genau n Elemente

Ubung 6.11: Beweisen Sie:

a) AInx <> 3x1... Ixn Vy( A{=(xi= X)) :1<i<j<n} A V{xj =y | I<i<n} )

b) I!nxFx <> 3x1...Ixn VY(A{FXj A = (xi=Xj) :1<i<j<n} A (Fy = V {xi=y | 1<i<n})
¢) AnxFx <> 3x1...3xn(A{Fxi A =(xi = Xxj) :I<i<j<n} A Vy(Fy < Vixi=y |

1<i<n}))
Definition: 3!xFx := 3!1xFx.
Nach b), I!xFx <> IxVy(Fx A (Fy—>x=y))

Und nach c), 3!xFx <> IxVy(Fy <> x=y). Russell's Definition

Russell's Beseitigungsmethode firEigennamen durch definite Beschreibung :

Fiir jeden Namen "a" nimmt Russell eine definite Beschreibung Dax an.

Definition von Namen: a := 7xD.x, vorausgesetzt 3!xDa.x (7 dasjenige x, welches...)
Ga = G( 7(Dax)) = 3IX(Gx AVY(Day <> x=y)) <> 3Ix(Gx A Dax) A AlyDay

Ubung 6.12: Diskutieren Sie die resultierende Ambiguitit von "—Ga" — was sind die
zwel moglichen Lesarten in Russell's Theorie der Namen? (vs. Strawson: Wahrheits-

wertliicken)

Frege's Idee der Reduktion von Arithmetik zu Logik:

Ubung 6.13: Beweisen Sie:

a) VX(Fx¢> —Gx) Adnx FX A dmxGx — d(n+m)x(FxvGx)

b) Inx Fx A 3nxGx — JF@tm)x(FxvGx)

c) Vx(Fx<> —Gx) A InlxFx A I'mxGx — F!(n+m)x(Fxv(Gx).

— Dies deckt jedenfalls nur den finiten Teil der Arithmetik ab. Wir kdnnen nicht

iiber ,,alle‘ natiirlichen Zahlen in dieser Weise sprechen.



108

Korrektheit von S*1:

Diese wird gezeigt wie in der AL: wir zeigen, dass alle Sequenzaxiome giiltig sind
und alle Sequenzregeln Wahrheit erhalten, oder zumindest Giiltigkeit von Sequenzen.
Giiltigkeitserhaltung von Taut, und Giiltigkeit von Id ist offensichtlich.

Fiir UT haben wir Wahrheitserhaltung im Kapitel {iber Semantik gezeigt; EG folgt aus
UL

Gltigkeitserhaltung von UG:

Angenommen I [F—A[x/a] mit a ¢ C(I",A) und (per reductio ad absurdum) wird an-
genommen, dass fiir irgendein <D,v>, v |==I"und v(VxA) = 0. Also fiir irgendein
deD, v[x:d](A)=0.

Wir verwenden die Bewertungsfunktion v* := v[a:d].

v¥(A[x/a]) = v¥[x:d](A) nach Koinzidenztheorem, da v*(a)=d.

v¥[x:d](A) := v[a:d, x:d](A) = v[x:d](A) nach Extensionalitdt, daa ¢ C (A).

Also v¥(A[x/a]) =0, da nach Ann. v[x:d](A) =0. Aber v* |==T, daa ¢ C (). Dies
widerspricht unserer Annahm I |— A[x/a]. Q.E.D.

Ubung 6.14: Beweisen Sie die Giiltigkeitserhaltung fiir irgendeine Regel (Ext=) (In-
duktion auf die Komplexitit).
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7.Weitere Metatheoreme und Anwendungen der Pradikatenlgik 1. Ordnung

7.1 Aquivalenzumformungen und Normalformen

Theorem (Ersetzung von Aquivalenten): Wenn C —| B, dann A —]| |— A[B/C]

Beweis: Wie in AL. Es gibt nur einen neuen Beweisschritt flir quantifizierte Formeln.
Wir miissen zeigen:

Wenn [—B <> C,dann VXA <> VxA[B/C]

Nach IH haben wir: wenn |—B <> C, dann A <> A[B/C].

Wir zeigen: — A <> A[B/C] = |— (VXA < VxA[B/C))

Nach UGv, — A < A[B/C] = [—Vx(A < A[B/C)).

Wir wenden das Theorem Vx(A—B) [— VXA — VxB in beide Richtungen an, und
erhalten daraus, plus AL — (VXA <> VxA[B/C]). QED.
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Definition (pranexe Normalform):
Eine prianexe DNF (prinexe KNF) ist eine Formel von £1, die eine Zeichenreihe von

Quantoren enthilt, gefolgt von einer quantorenfreien DNF (oder KNF, respektive).
Schematische Struktur: g Xlg Xn ((FxiA=Rx1x2) v (Gx1x3 A =Fx2) Vv ...)

Gleiches fiir PKNF (prianexe NF : g X].. g Xn A — quantorenfrei)

Beispiel von E1-Umformung (E1 = Aquivalenzkalkiil der PL):
Ix(IyRxy — ((Fz(Qxz — VtFxat) v 3zGxz) )

e e LR Def—
Ix(—3JyRxy v (Fz(Qxz — VtFxat) v 3zGxz) )

e e LR LR Def—
Ix(=3JyRxy v (Fz(—-Qxz v VtFxat) v 3zGxz) )

e Def 3, DN
Ix(Vy—=Rxy v (Fz(=0Qxz v VtFxat) v 3z2Gxz) )

| == UDist 3
Ix(Vy—Rxy v Fz( (=0Qxz v VtFxat) v Gxz) )

| Ass v
Ix(Vy—=Rxy v Jz(=Qxz v VtFxat v Gxz))

| == RDistV
IxVy(=Rxy v Jz(=Qxz v VtFxat v Gxz))

| == RDist3
IxVydz(=Rxy v (=Qxz v VtFxat v Gxz))

| Ass v
IxVydz(=Rxy v —Qxz v VtFxat v Gxz)

|~ RDistV
dxdy3dzVt(—Rxy v —Qxz v Fxat v Gxz) (eine PDNF und PKNF)

Hinweis: hitte Ix(yRxy — ((3z(Qxz — VyFxay) v 3zGxz) ) dagestanden, héitten
wir zu erst ,,VyFxay* gebunden in ,,VtFxat*“ umbenennen miissen.

Ubungen: 7.1 Beweisen Sie Rdist

7.2 Formen Sie die folgenden Formeln in eine PDNF, oder PKNF um:
(1) = Vx(Fx =>(IyRxy A = VzQxaz))

(2) Ix((VyRxy v —3z—Qxz) —» —(3z(Rxz v Fz))
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(3) =3x((—IyTxya v VzSxz) - (FJy—=Txy A =—=—Rxxx))
(4) IxVy(Fxy = Gxy) A IxVy(Hxy — Gxy)

(5) Vx3dy(—Rxy v —Vz(Qyz — Szx))

(6) Ix(Vy(Fxy = Gxy) A Vz(Hxz v —Gxz) )

Im Foglenden ist Qx die Abkiirzung fiir Vx oder 3x, und Q*x ist das duale Qx (d.h.
V*x = 3x, und 3*x = Vx). GleichermaBlen kiirzt QX eine Zeichereihe QiXi... QnXn

von Quantoren ab; und Q*X die Zeichenreihe von dualen Quantoren.

Theorem: Jede Formel A ist PL-dquivalent mit einer PNF(A).

Beweis: Durch Induktion auf die Komplexitit von A. Wir nehmen — als eliminiert
an.

1) A atomar: offensichtlich.

2) A = —B: Angenommen B—— QXC in PNF nach IH. Dann A —{|— Q*x—C.

3) A = BoC. wobei 0 € {A,v}. Angenommen B —|[—QixB* in PNF, und C
—|—Q2yC* in PNF, nach IH.

Dann benennen wir zuerst die gebundenen Variablen in Q:xB* und Q2yC* neu, so-
dass sie disjunkt werden, und kommen bei Q1*XB* und Q2*yC* an. Jetzt wenden wir
sukzessive Rdist an, erhalten z.B. Q1*X Q2*y(B*0C*), oder irgendeine Permutation

der Ordnung von Quantoren, welche die Ordnung in Q1*x und Q:*y erhilt. Also A

—— Q1*x Qz*y(B*0C*).

4) A = QxB. Nach IH, B—|— QyC in PNF, und wir priasupponieren durch Umben-
nenung, dass alle Variablen in QyC verschieden von x sind; dann, nach Aquiva-
lenztheorem A —{[—VxQyC.

QED.

Anm.: In der Praxis wird man PNFs in einer schoneren Weise als im obigen, indukti-

ven Beweis produzieren.
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Definition (Skolem Normalform):

1. Eine Skolem-Form (SF) von A wird erreicht, indem man erst A in eine pranexe
Normalform A* umwandelt, und dann jedem Existenzquantor 3x in A* einzeln ein
neues n-stelliges Funktionssymbol f3x zuweist und jede Variable x in A*, die durch
Jx gebunden ist, durch den Term f3x(y1,...yn) ersetzt, wobei y1,...yp alles Variablen
sind, die durch Allquantoren gebunden sind, welche 3x in A*'s Zeichenreihe von
Quantoren vorausgehen. Wenn n=0, ist das neue Funktionssymbol einfach eine Kon-
stante.

2. Die duale Skolem-Form (DSF) von A wird wie oben erreicht, auller, dass man die

Rolle von "3" und "V" vertauscht.

Beispiele:

Prinexe Formel: Skolem-Form SF(A): Duale Skolem-Form DSF(A):
IxVyRxy VyRxy IxRxf(y)

VxdyRxy VxRxf(x) JyRxy

Vx3dyVz(Rxy v Qyz) VxVz(Rf(x)y v Qf(x)z) Fy(Rxy v Qyf(y))
IxVy3dzVu(RxyvQzu) VyVu(RxyvQf(y)u) Ix3z(Rxf(x)vQzg(x,z))

Eine Skolem-Normalform ist nicht mehr dquivalent mit der urspriinglichen, prinexen

Form. - Aber:

Theorem (Skolem-Normalform):

1. Wenn A* eine Skolem-Normalform von A ist, dann sind A und A* co-erfiillbar.
(d.h, [[-/-=A < |-/- =A*).

2. Wenn A* eine duale Skolem-Normalform von A ist, dann sind A und A* co-giiltig.
(dh, A < [—A*).

Beweis: Anspruschvolle Ubung 7.2: Beweisen Sie semantisch, dass VxX1n3yA(Xi-n,y)

erfiillbar ist, gdw Vxi.2A(X1-n,f(x)) erfiillbar ist, fiir entsprechendes, neues f. Der Rest

kann durch Induktion auf Quantoren erledigt werden.
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Theorem Uber konservative Extension, durch explizite Definition:

Angenommen, dass n-stelliges f, R ¢ JT); aber, dass t € 5(I') , £(D) < LT).
Dann fiir alle A mit £(A) < L(I):

1. Wenn V(t) c{x1,....xn}: T U {VX]...VXp(fX]...xnp =t)} — A gdw T —A.

2. Wenn VD) <{x1,....xn}: T U {VX]...Vxn(RX]...xn <> D)} —A gdw ' —A.

Anm: In 1. ist die Funktion f explizit definiert, in 2. die Relation R. t ist der definie-
rende Term und D die definierende Formel.

Ohne die Bedingung Vf(t) <{x1,....xn}, VA(D) <{x1,...,xn}, wiirde die Definition
nicht konservativ sein! (E.g., VX,y: Rx <> D(x,y) impliziert 3yD(x,y) — VyD(x,y)).

Beweis: < ist trivial. =>: Durch Kontraposition. Angenommen I |-/- A. Dann gibt
es ein Modell <D,v> definiert nach £(I',A), welches I' verifiziert und A falsifiziert.
Wir erweitern dieses Modell zu einem Modell <D*, v> £(T",A, R, f), sodass auch die

explizite Definition verifiziert wird (wir wahlen frei v(R) und v(f), sodass die Defini-
tion gilt.) Also ' U {Vx]...Vxp(fX]...xn =1t)} |-/- A.
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Wichtige Notation:

Eine pradikatenlogische Theorie ist einfach eine Menge von nicht logisch wahren
(d.h. synthetischen) Sétzen, die als Axiome einer Theorie angesehen werden, (ihre
"Eigenaxiome") plus die daraus folgenden logischen Kosequenzen oder Theoreme.
Jene nichtlogischen Symbole, welche durch Axiome der Theorie ndher charakterisiert
werden (d.h. in diesen Axiomen vorkommen) nennt man auch die Eigensprache (oder

kurz: Sprache) der Theorie.

Z.B. ist die naive Mengenlehre eine PL-Theorie mit der speziellen bindren Relation
€, welche nur folgendes Axiom enthilt:
Naives Verstandnis: Fiir alle P: Ix(x = {y: Py}) -

formale Version 1. Stufe: Ix(Vy(yex <> Aly]))

Extensionalitat: Vx,y: (Vz(zex <> zey) <> x=y). (ist bereits die formale Version)
Alle anderen mengentheoretischen Notationen sind Abkiirzungen, welche ersetzbar
sind durch reine PL-Ausdriicke. Die Regeln fiir die Elimination sind folgende:
Umformung informeller Sprache in formale Sprache:

Ersetzen Sie: y € {x: Px} durch Py y = {x: Px} durch Vz(zey < Pz)

Das Studium von PL-Theorien, der Arithmetik, der reellen Zahlen, der Mengenlehre;
aber auch PL-formalisierte Axiomatisierungen von Theorien der Naturwissenschaf-

ten, ist eine wichtige Anwendung der Pradikatenlogik!
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7.2 Aquivalenz- und Ordnungsrelationen

Wir benutzen im folgenden wieder einige abkiirzende Notationen der Mengenlehre,
konnen nun aber alles aus der PL verwenden, was wir bisher einfiihrten. Z.B. schrei-
ben wir Vx,y: A—B kurz fiir VxVy(A—B); usw.

Wie erldutert, lassen sich alle folgenden Ausfithrungen als Darstellungen von PL-
Theorien verstehen. Insbesondere benutzen wir nicht mehr die metasprachliche (=)
sondern die objektsprachliche Implikation (—). Wir schreiben hdufig R sowohl fiir

das Relationszeichen wie fur die von "R" bezeichnete Relation uber D.

Definition (Aquivalenzrelation):
R ist eine Aquivalenzrelation iiber die Domine D gdw R eine binire Relation ist, so-
dass fiir alle x, y, z € A: 1. Reflexivitit: Vx: Rxx

2. Symmetrie: Vx,y: Rxy = Rxx

3. Transitivitat: Vx,y,z: Rxy A Ryz — Rxy

Eine spezielle Aquivalenzrelation: Die Identitits- (oder diagonale) Relation,

Definiert durch R= = {<x,x>: xeD}. (die feinste Aquivalenzrelation iiber D)

Definition (Partition):

Eine Partition einer Klasse D ist eine Klasse von paarweise disjunkten und (alles in
allem) erschopfenden Teilmengen von D — auch genannt: eine Klassifikation von D,
eine Nominalskala von D - d.h., eine Klasse I'T von

Teilmengen von D, sodass:

- Disjunktheit: fiirallex,y € B, xny =, und

- Erschopfend-heit: \U I1=D Bild:

Anm.: fiir I'l, eine Klasse von Mengen,

bezeichnet \UIT die Vereinigung aller Mengen in IT.

Definition (Aquivalenzklassen).
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Wenn R eine Aquivalenzrelation iiber D ist, dann:
1. Fiir jedes aeD, [a]r =4 {xeD: xRa} ist die R-Aquivalenzklasse von a (in D), oder
die Aquivalenzklasse eines modulo R.

2. D/R =4¢ {[a]r: aeD} ist die Quotienzmenge von D modulo R, oder die R-Partition

von D.

Theorem (Aquivalenzklassen): Sei R eine Aquivalenzrelation iiber D.
1. Fiir alle x,y € D:

1.1 Rxy gdw [x]=[y]

1.2 entweder [x]=[y] oder [x]N[y]=LZ

1.3 U D/R=D.
2. D/R ist eine Partition von D.

Beweis: Ubung.

Aquivalenzklassen sind eine wichtige Konstruktionsmethode in Philosophie, Ontolo-
gie, und Mathematik. — Beispiele:

Entitat identifiziert mit der Aquivalenzklasse von:

Mathematik:

Rationale Zahl  Klasse aller Erweiterungen einer Bruchzahl

Reelle Zahl Klasse aller Folgen rationaler Zahlen mit gleichem Grenzwert

Kardinalzahl Klasse gleichméchtiger Mengen

Logik:

Proposition Klasse logisch dquivalenter Satze

Ontologie:

Universal Klasse alle typidentischen Tropen (=Eigenschaftsinstanzen)
Individuum Maximale Klasse von existenziell interdependenten Tropen
Physik:

Zeitpunkt Klasse zeitgleicher Punktereignisse

Raumpunkt Maximale Klasse von sich iiberdeckenden Korpern
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Weltlinie: Klasse aller genidentischen Ereignisse
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Definition (partielle Ordnungsrelation):
1. Eine strikt partielle Ordnung tiber D ist eine bindre Relation iiber D, die die fol-
genden Konditionen erfiillt:
[a. Irreflexivitdt: Vx: —Rxx = folgt aus b!]
b. Anti-Symmetrie: Vx,y: Rxy — —Ryx
c. Transitivitét (wie oben)
2. Eine schwach partielle Ordnung iiber D ist eine binédre Relation iiber D, die fol-
gendes erfiillt:
a. Reflexivitit (wie oben)
b. Asymmetrie (schwache anti-Symmetrie): VX,y: Rxy A x£y - —Ryx
d.h.: Rxy ARyx — x=y

c. Transitivitat.

Wir schreiben x <R y (oder x <vy) fiir R als strikt partielle Ordnung, und x <Ry (x <

y) fiir R als schwach partielle Ordnung.

Strikte und schwache Ordnungen sind interdefinierbar:

Angenommen <R, <R definiert durch D:
Vx,yeR: x <Ry gdw x <Ry oder x=y.
x <Ry gdw x <Ry und x#y.

Eine partiell geordnete Menge <D, < >wird auch poset genannt.

Definition (totale Ordnungen):

1. Eine strikt partielle Ordnung R iiber D ist eine strikt totale (oder lineare) Ordnung

gdw sie zusitzlich schwache Konnektivitat erfiillt: Vx,yeD: x <R y Vy <R X V X =Y.
Anm.: Wegen der Irreflexivitit und anti-Symmetrie kann das inklusive Oder zu

einem exklusiven Oder verstirkt werden.

2. Eine schwach partielle Ordnung R iiber A ist eine schwach totale (oder lineare)

Ordnung gdw sie zusétzlich Konnektivitat erfiillt: Vx,yeA: x <Ry vy <R X.
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In einer partiellen Ordnung konnen Elemente unvergleichbar sein. Sie konnen als
Netz dargestellt werden.
(Bild)

Totale Ordnungen haben keine unvergleichbaren Elemente — ihre Struktur ist linear

(Bild)

In empirischen Anwendungen, haben wir normalerweise keine (partiellen oder tota-
len) Ordnungen, aber (partielle oder totale) quasi-Ordnungen: hierbei konnen zwei
verschiedene Objekte den selben Rang auf der Ordinalskala haben. Daher gilt weder

a <b, b <a noch a=b.

Definitionen und Fakten bezuglich (schwacher) quasi-Ordnungen:
1. R tiber D ist eine schwach partielle quasi-Ordnung wenn R reflexiv und transitiv
ist.
2. R iiber A ist eine schwach totale quasi-Ordnung gdw sie reflexiv, transitiv und
konnex ist.
3. Wir definieren die Relation =R den gleichen Rang zu haben beziigl. R durch:
x=Ry gdwx <Ry undy <R x.
4. Wir definieren eine strikte quasi-Ordnung durch: x <R y gdw x <R y und nicht
Y =R X.
Anm.: eine strikte quasi-Ordnung ist anti-symmetrisch und schwach konnex, bezigl.
=R.
5. Wir konnen jede quasi-Ordnung iiber D in eine Ordnung umwandeln, indem wir
die Aquivalenzpartition von D beziigl. =g anwenden:
Wir definieren fiir alle [a], [b] € D/=r: [a] <R [b] gdw a <R b. Dann ist <R eine
Ordnung iiber D/=R - d.h., es ist eine Ordnung der Aquvialenzklassen beziigl. =g.

(Bild: man zeichnet das Netz mit Kreisen statt Punkten)



120

Anm.: str. qu-O. <g ist definierbar mit schw. qu.-O. <gr, aber <r ist nur definierbar

mit <g und =g

Weitere Terminologie: Wenn R eine a totale Ordnung iiber A und a€A ist, dann wird
b der (unmittelbare) R-Nachfolger von a (in A) genannt gdw a<b und —3x: a<x<b.
Gleichermallen ist b der (unmittelbare) R-Vorginger von a gdw b<a und —3x:

b<x<a.

Ubungen:

7.3. Welche der folgenden Relationen ist eine Aquivalenzrelation? Erldutern Sie
wieso (nicht).

x lebt weit weg von y, x hat das selbe Geschlecht wie y, x ist ein Geschwister von vy,
x ist ein Nachbar von y, x hat die selbe Farbe wie y, x hat anndhernd dasselbe Ge-
wicht, wie y.

7.4. Beweisen Sie, dass die folgenden Klassen {A;: re IR } eine Partition von IR xR
sind, d.h. eine Partition der reellen Ebene (IR fiir reele Zahlen a) Ay = {<x,y>:y =
x+r}. b) Ar = {<x,y>: x2+y2 =r1}.

7.5. Fir eine gegebene Menge A, welche ist die grobste (extensional die groBite, be-
ziigl. O) und welche ist die feinste (extensional die kleinste beziigl. O) Aquivalenzre-
lation liber A, und was ist die korrespondierende Partition von A?

7.6. Welche der folgenden Relationen ist (i) eine quasi-Ordnungsrelation, (ii) eine
Ordnungsrelation - und wenn eines von beiden, ist sie (ii1) partiell oder total?

x wiegt mehr als y (physische Dinge), x ist mehr Geld wert als y, x ist annédhernd 20
cm grofer als y, x ist mindestens 20 cm groBer als y, Ich mag Person x mehr als Per-
son y, Handlung x is moralisch zu bevorzugen gegeniiber Handlung y.

- Anahnd von IN: x ist ein Teiler von y, x ist kein Teiler von y.

Besonderes Problem: Partei x hat mehr Wahler als Partei y. (i) Nehmen Sie eine

Wahl fiir alle Parteien zusammen an. (i) Nehmen Sie mehrere Wahlen fiir jedes Paar
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an.
7.7. Betrachten Sie folgende quasi-Ordnung R iiber A = {a,b,c,d}: R = {a<a, a<b,
a<c, a<d, b<b, b=<c, b<d c<c, c<b, c<d, d<d}. Konstruieren Sie die Aquivalenzklassen

beziigl. =R und die totale Ordnung iiber A/=R.

Fakten Gber totale Ordnungen:
Jede endliche, total geordnete Menge hat ein einziges groftes und ein einziges kleins-
tes Element und jedes seiner Elemente hat einen einzigen Vorganger und Nachfolger.
Keine dieser Eigenschfaten muss fiir total geordnete, unendliche Mengen gelten.
Beispiele unendlicher totaler Ordnungen:
- die Menge der natiirlichen Zahlen hat ein kleinstes, aber kein grofites Element:
012 3 ... n nt+l ...
- Die Menge der ganzen Zahlen hat kein groBtes und kein kleinstes Element:
....... -2 -1 0 1 2 ...

In dieser Menge hat jedes Element einen Vorgidnger und einen Nachfolger.

- Wenn wir zur Menge der ganzen Zahlen ein einzigartiges, kleinstes Element —®
hinzufligen und ein einzigartiges groftes Element o (dies sind keine natiirlichen Zah-
len mehr), dann hat —m keinen Vorgédnger und o keinen Nachfolger.

- ... -2 -10 1 2 ...+o
- Rationale Zahlen: keine rationale Zahl hat einen Vorgénger, oder Nachfolger, weil

rationale Zahlen dicht sind. Dasselbe gilt fiir reelle Zahlen.

Definition (Wohlordnung):
Eine (strikte, schwache) totale Ordnung R iiber D ist eine Wohlordnung gdw jede

nichtleere Unterklasse B cA ein kleinstes Element beziigl. R hat.
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Anm.: 1. Die rationalen und die reellen Zahlen sind nicht wohlgeordnet - in der Stan-

dardordnung! — offene Intervalle haben keine minimalen und maximalen Elemen-
te:
(3,4) = {x: 3 <x <4} geschlossene Intervalle: [3,4] = {x: 3 <x <4}

2. In einer wohlgeordneten Menge hat jedes Element einen einzigartigen Nachfolger,
weil die Menge der Elemente, grof3er als a ein kleinstes Element hat.

Es muss keinen einzigartigen Vorginger geben.

Bild: die Wohlordnung der so genannten Ordinalen:

012 ... wo o+l, we+2 ... o o+l ... o o+l ...

Wohlordnung ist so bedeutend, weil sie mit dem Prinzip der (transfiniten) Indukiton

aquivalent ist. D.h. Induktion gilt weil die natiirlichen Zahlen wohlgeordnet sind.
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7.3 Axiomatische Mengenlehre (nach Zermelo-Fraenkel)
Das naive Verstindnisaxiom wird aufgegeben.
Uber das Extensionalititsaxiom hinaus werden zusitzliche Axiome angegeben, was

alles (antinomienfreie) Mengen sind.

Eine Klasse = eine Sammlung oder Familie von Objekten/Individuen (irgendeiner
Art).

Eine Menge = eine Klasse, die als (existentes) einzelnes Objekt angesehen wird, ein
Individuum.

Eine echte Klasse — eine Klasse, die keine Menge ist. Z.B. die Klasse aller
Objekte, {x : x=x}.

Obwohl wir auf eine Klasse im Singular referieren, ist dies nur eine Sprechweise.
(Zur Erinnerung: Elemente von Klassen sind immer Objekte; Also haben wir keine
Klassen, die echte Klassen enthalten.)

Zusammenfassendes Bild:

Klasssen
Echte Klassen Urelemente
Transformation informeller Spache in Formalsprache:

Man ersetze: y = {x: A} durch Vz(zey <> ze{x:A})
y € {x: A[x]} durch A[x/y]
y € {X1,....xn} durchy=x1v ... vy =Xu
x ist eine Menge durch 3Jy(x=y).
Man schreibe GroBBbuchstaben jeglicher Art in Variablen um x, y, z, x; ...

Immer die richtigen Quantoren Hinzufiigen.
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Axiome flr Mengen:

Axiom 1: Extensionalitat
Fiir alle Mengen A und B: wenn fiir alle x, x € A < xeB, dann A =B.

Formal: Vx,y: (Vz: zex <> zey) — x=y.

Axiom 2: Paarmenge: Fiir alle (Objekte) x, y: {x,y} ist eine Menge.

Formal: < Vx,ydz:z={x,y} < Vx,\y3z: Vu(uez < u=x v u=y))

Theoreme (alle ohne Beweis aufgestellt): {a} = {a,a} ist einc Menge, die einclemen-

tige Menge von a.

Axiom 3: Teilmengen, Aussonderung:
Wenn B — A und A eine Menge ist, dann ist B eine Menge.

Kann in dieser Form nicht formalisiert werden. Einzig wie folgt:
VxdyVz: zey <> (zex A Alz]) fiir beliebige Formel A.

Theorem (Aussonderung, leere Menge):
1.Wenn A eine Menge ist, dann ist {xe A: Px} eine Menge.

2. @ ist keine Menge, vorausgesetzt, es gibt zumindest ein Objekt.

Theorem (Universum des Diskurses): Die Klasse aller Objekte (das Universum des
Diskurses) und die Klasse aller Menge sind echte Klassen.
Beweis: Weil Russell's (echte) Klasse eine Unterklasse dieser Klassen ist und nach

axiom Teilmenge. (--> Philosophische Reflektion)

Axiom 4: Vereinigungsmenge: Wenn A eine Menge ist, dann ist es auch \U A.
Ubung 7.8 Schreiben Sie dies in eine formale Version um.

Theorem (Vereinigung): A und B sind Mengen = AUB ist eine Menge .
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Beweis: Per Def. Vereinigungsmenge und Axiom Paarmenge.

Theorem: Fiir jede natiirliche Zahl neN und Objekte aj,...,an, ist {a,...,an}
eine Menge.

Beweis durch schwache Induktion auf n

Axiom 5. Potenzmenge: Wenn A eine Menge ist, dann ist [P(A) auch eine.

Ubung 7.9: Schreiben Sie dies in formale Version um.

Theorem: 1. AxB ist eine Menge gdw sowhol A als auch B Mengen sind.

2. Wenn A eine Menge ist und R eine n-stellige Relation liber A, dann ist R auch eine
Menge.

3. f ist eine Menge gdw sowohl dom(f) als auch ran(f) Mengen sind.

Axiom 6: Ersetzung:
Wenn f eine Funktion ist, und dom(f) eine Menge, dann ist auch ran(f) eine Menge.
Ubung 7.10: Schreiben Sie dies in eine formalisierte Version um, als Axiom-

Schema.
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Konstruktion von Ordinalzahlen:
Die Konstruktion von Ordinalen nimmt keine Urelemente an, sondern setzt sich von

der leeren Menge als Anfangspunkt fort.

IN : Ord:

0 @ {} 0

1 (D} 1= {0}

2 (D, {D} } 2=10,1}
3 9, {205, {0, {0} 3={0,1,2}

ot =g4ro U {0}

Definition eines nachfolgenden Ordinals

Das erste Grenzordinal

(Stop) ®=wmo = {0j:1€N}

= die kleinste Klasse O, sodass das kleinste infinite Ordinal
1) @0 und wenn 0€0, dann 0O 0= o - Def. eines Grenzordinals
(= die kleinste Nachfolgermenge, oder die kleinste 'induktive' Menge)

®otl = o™= myU {mp} (Nachfolger-Ordinal)

@02 =TT WU {mo} U {moU {wo}}

1, zweites Grenzordinal auch -2 genannt (dann w; 1. liberabzéhlbare)

etc.

Ord ist die Klasse aller Ordinale. 01, 02 ... ordnen Ordinale nach Réngen (man

benutzt auch: &)

Zwei alternative Definitonen von @ =die Menge der natiirlichen Zahlen als Ordinale
gezeigt:
= Klasse aller endlichen Ordinale, oder

= das kleinste Nachfolgerordinal.



127

Axiom 7 Unendlichkeit: o ist eine Menge.

Formal: 3x: Dex A Vy(yex = {y}ex} A Vz: (dez A Vy(yez - {y}ez}) > xz}

Definition von Kardinalen:
Zwei Mengen a, b haben die selbe Kardinalitit, oder sind aquipollent, kurz a =¢ b,

gdw es eine Bijektion von a nach b gibt.
|A| bezeichnet die Kardinalitét einer Menge A. D.h., A =¢ B gdw |A| = |B|.

Fiir endliche Mengen: |A| =|B|] = nicht: A < B . Gilt nicht fur unendliche Mengen!
Fiir endliche Ordinale, |o1|=|0o2] = 01 =02. Gilt nicht fiir unendliche Ordinale!

Beispiele von Kardinalitaten von unendlichen Mengen:

Die Menge der graden Zahlen E ist dquipollent mit der Menge der natiirlichen Zahlen

o.
01 23 4. eine Bijektion
024 6 8.

Sogar die Menge der rationalen Zahlen ist abzéhlbar — z.B. auf diese Weise:
1 2 3 4 5

Also [oxo| = || 1 Py

d

Die Menge endlicher Sequenzen (Listén) natiirlicher Zahlen ist abzahlbar.
» Alsoist U {om: ne o} abzéhlbar # «® (!!).

DN [ [W [N
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Cantor's beriihmter Beweis, dass | IP(A) | >¢ |A| - visualisiert:
Fiir B cA wird die Funktion f:A— {0,1} sodass f(x) = 1 gdw xeB
die charakteristische Funktion von B auf A genannt.

Wir konnen Teilmengen B cA durch ihre charakteristische Funktion ersetzen.
Also: | IP(A) | =1 24].

Q12 3 .. Begrenzende Resultate

0 10 0 .. die Methode der Diagonalisierung

1oQ@L 1

211 0 0 ... eine abzihlbare

310 10 @ Liste O = Differenz zwischen Zeile 1 und

o i-ter Position der anti-Diagonale
1 00 1

Auf dieselbe Weise hat Cantor die Unabzahlbarkeit der reellen Zahlen bewiesen.
Die Kardinalitit von I[P(w) gleicht der des Kontinuums — die Menge der reellen Zah-

len.

Zusammenfassung der Axiome fur ZF wie bis hierhin vorgestellt, wir hatten:
1. Extensionalitat

2. Paarmenge

3. Teilmenge

4. Vereinigungsmenge

5. Potenzmenge

6. Ersetzung

7. Unendlichkeit

(8. Leere Menge --> wurde aus der Existenz von zumindest einem Objekt abgeleitet)

All diese Axiome sind voll akzeptiert. Zwei weitere Axiome werden zusatzlich ak-

zeptiert.
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9. Axiom der Wahl (AW): Fiir jede Menge A nicht-leerer Mengen gibt es eine Aus-
wahlfunktion, d.h., eine Funktion f:A — \_U A sodass VxeA: f(x) € x.

Theorem: Unter den Axiomen 1-8 sind die folgenden Konditionen dquivalent:

1. AW

2. Fiir jede Menge A gibt es eine Wohlordnung iiber A.

3. Zorn's Lemma

Peano lehnte 1890 AW als unhaltbar ab.

Godel bewies 1938, dass AC relativ zu den Axiomen von ZF konsistent ist.

1963 bewies Cohen, dass —AC konsistent ist, relativ zu den anderen Axiomen von

ZF.

10. Axiom der GleichmaRigkeit (oder Grundlage):

Jede nicht-leere Menge hat ein €,-minimales Element.

Konsequenzen: - keine Menge enthélt sich selbst Va: a ¢a — keine e-Zyklen
aje...€ap € a]

- keine infinit absteigenden Ketten von e-Sequenzen ... ap € ap-1 € ... €ap € aj.

Dieses Axiom ist unabhéngig von den anderen Axiomen der Mengenlehre.

Peter Aczel und Jon Barwise entwickelten eine Mengenlehre, die selbstenthaltende

Mengen zulésst. (Wichtig fiir das so genannte Liigner-Paradox.)
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7.4 Vollstandigkeit der Pradikatenlogik 1. Ordnung
--> Wie fiir die AL im Henkin-Style.
--> Die Idee: Wir konstruieren ein Modell fiir ['max aus der Sprache heraus - ein so
genanntes kanonisches Modell. Wir wiinschen, die Vollstindigkeit durch ein Wahr-
heitslemma zu beweisen, welches besagt, dass eine Formel in I'max ist gdw sie wahr
ist im kanonischen Modell von I'imax. Es gibt zwei Probleme:
1. Wenn I" Identitdtsformeln tj=tp enthélt, dann v(t])=v(t2).
Aber t] # tp! (metasprachliche Bedeutung: t; und tp sind verschiedene Variablen).
Losung: wir verstehen die =Aquivalenzklassen [t] von Termen als unsere Objekte.
2. Wenn I eine Formel der Form 3xA enthilt, brauchen wir zumindest ein Objekt [a]
in unserem Objektbereich, sodass v[x:a] 3xA wahr macht. Eine Formelmenge, die
diese Eigenschaft erfiillt, wird m-vollstindig genannt. Also brauchen wir eine neue
Konstante a fiir jedes der unendlich vielen IxA in ['max. Wir fiigen eine unendliche
Menge € * von neuen Konstanten zu £ hinzu.
(Wir brauchen es nicht wie in dem Machover Buch zu machen, wo eine unendli-

che Zahl unendlicher Mengen von neuen Konstanten hinzugefiigt wird.)

Definition (o-Vollstandigkeit, Saturiertheit):
1. T ist o—vollstdndig gdw (3xA eI’ =  A[x/t] eI firirgendeint € J)

2. T ist saturiert gdw I maximal konsistent und ®—vollstandig ist,

Ubung 7.12: Beweisen Sie fiir maximal konsistentes I':
(IxAel’ = AJt/x]el fiir irgendein t €J) < (At/x]el fiir alle teJ = VA
el).

(3-Version der o-Vollstindigkeit) (V-Version der m-Vollstindigkeit)

Gesittigte Formelmengen erfiillen alle Max-Eigenschaften, die wir in der AL bewie-

sen haben.
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Theorem (Saturierung):

Jede konsistente Formelmenge I' in einer gegebenen Sprache £ kann zu einer satu-
rierten Formelmenge A erweitert werden, in einer Sprache £* die aus £ durch das
Hinzufiigen einer unendliche Menge € * neuer Konstanten entsteht.

C*=C u " L* 1st wie L, auller, dass sie € * satt C hat

Saturierungslemma:
Wenn 'U3xA konsistent ist und a nicht in I' oder 3xA vorkommt, dann ist auch
' {3xA, A[x/a]} konsistent.

Beweis: Andernfalls (i) I'U {3xA} — —A[x/a] (nach iIB), woher T'U {IxA} |—
Vx—A (nach UG aus (i) daa ¢ € (I'U{3xA})), was bedeuten wiirde, dass ['U {IxA}

inkonsistent ist (da Vx—A = —3xA, per Def. 3), was der Annahme widerspricht.

Beweis Theorem: Wir konstruieren A wie folgt, unter der Annahme einer gegebenen

Nummerierung aller Formeln Ag, A1... in £* (!) und aller Konstanten in € * wie
folgt:

AO =T

Ap+1 =: An U {Ap, B[x/a]}, wobei a die erste Konstante in € ™ — € (Ap,Ap) ist

wenn Ap U {Ap} konsistent ist und A, die Form 3xB hat
An U {Apn} wenn I'y U{Ap} konsistent ist und nicht die Form A, 3xB hat
An  wenn I'nU{Ap} inkonsistent ist

A= UfAjlien}

Fiir jedes n, gibt es unendlich viele neue Konstanten die in € * — C(Ap,Ap) verblei-

ben.

Wir beweisen, dass: A eine saturierte Erweiterung von I ist.
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I.A T, alsoist A eine Erweiterung von I

2. A ist konsistent: Nach dem Saturierungslemma wissen wir, dass fiir jedes n, Ap+1]
konsistent sein muss, wenn ApU {Ap} konsistent ist; und wenn ApU {Ap} inkonsis-
tent ist, ist Ap+] per Def. konsistent. Also argumentieren wir wie im Vollstindig-
keitsbeweis der AL.

3. Dass A maximal konsistent ist, zeigt man wie im Vollstdndigkeitsbeiweis der AL.
4. Dass A w-vollstindig ist, gilt, da jede Formel 3xA eine feste Anzahl n in der
Nummerierung hat und in diesem Schritt eine Formel der Form A[x/a] zu Ay <
A hinzugefiigt worden ist.

Q.E.D.

e Theorem (kanonisches Modell):
Jede saturierte Formelmenge I' hat ein Modell (das so genannte kanonische Modell,

wie unten definiert).

Beweis: Angenommen I ist saturiert. Wir definieren:
Definition des kanonischen Modells:
Fiir jedes teJ, [t] = [t]l=r =4¢ {t:t=t' € '} (die Aquivalenzklasse von t)

(d.h. =rist eine Aquivalenzrelation iber J,t] =rtp gdw ti=tp €I')

Dm = J/=r =¢¢ {[t]: teT} der kanonische Objektbereich
l.v(x)=[x] fiirallex €V die kanonische
2.v(a)=[a] firallea € C ,\\ Bewertungsfunktion

3.Firallef e 0, n>0: v(H)([t1],...,[tn]) = [ft1...ta] (dies definiert v(f))
4. Fir alle R € 22, n >0: <[t1],...,[ta]> € V(R) gdw Rt;...ty € T (dies definiert v(R))

Wir haben gezeigt, dass unsere Definition fiir Bewertungsfunktionen konsistent ist.
Dafiir miissen wir zeigen, dass bei jeder Wahl von t, t* €[t], das folgende gilt:

Wenn tj, ti* €[t], dann:  v(ft]...ty) = v(ft1*...t*)
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Vv(Rt1...th) = v(Rt1*...th*).
Beweis: Wenn t;, tj* €[t], dann ti=t;* e T, also ' |— tj=t;*, daher folgen T |—

ft]...tn <> ft1*...tp* und T |— Rtj...ty <> Rt1*...ty* aufgrund von Ext<>.

e Wahrheitslemma: Es sei M = <D,v> das kanonische Modell von I".
Dann gilt fiir alle A: M |==A gdw |[==A T
Beweis: (1) A =Rt]...ty: per Definition.
A= t1=ty: t1=t) e I &t € [t1] < v(t) = v(t) = [t1] & M |== (t1=tD).

(2) A=—B, A = BvC werden bewiesen wie in AL, durch die Eigenschaften Max|—,

Max— und Maxv.

3)A=VvxB: VxB e’ < Vte J:B[x/t] e

[=> nach Ul und Max|—;, <= nach o-Vollstindigkeit von I' in der V-Version]
< Vte .M |=B[x/t] (nach IH)

& Ve g vixift] [(B)=1 (Koinzidenzlemma, da v(t)=[t])

& Vde D:v[xd](B)=1 (daD=3J/=r) < M|=VxB. Q.E.D.

e Theorem (starke Vollstindigkeit):
S*1 ist stark (und daher schwach) Vollstindig.
Beweis: Wir argumentieren wie in AL: Eine gegebene, konsistente I', kann erweitert
werden zu einer saturierten A (in erweitertem £*) nach dem Saturierungstheorem. A
und daher I A, sind damit erfiillt von dem kanonischen Modell nach dem kanoni-

schen Modell-Theorem. Q.E.D.

Theorem (Kompaktheit): S*1 ist kompakt, d.h. fiir alle I' £ (Erfiillbarkeitsversion):

Jede endliche Teilmenge I't von " ist erfiillbar < T ist erfiillbar.

Beweis: Wie in der AL.
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7.5 Die Frage der Entscheidbarkeit in der PL:

Ein Problem ist mengentheoretisch reduzibel auf eine Frage der Form:
Ist ein gegebenes x€A ein Element von B < A (hat es eine spezielle Eigenschaft B)?
Z.B. ist eine Zeichenreihe s < S eine wif (£ < S); oder ist eine wif ein logisches

Theorem ( L < £), etc.

Definition (Entscheidbarkeit):

B < A ist entscheidbar (oder rekursiv) in A gdw es einen Algorithmus o gibt, wel-
cher fiir jedes xe A nach einer endlichen Anzahl von Schritten korrekt entscheidet, ob
x€B oder nicht — d.h. eine korrekte ja-oder-nein Antwort gibt.

Dadurch wird ein Algorithmus als ein berechenbarer Mechanismus beschrieben,
welcher rekursive Funktionen realisiert, die alleine mit Hilfe einfacher, arithmetischer
Operationen definiert sind, so wie "ersetze ein Numeral durch ein anderes", "verglei-
che, welches von zwei Numeralen das groBere ist", "addiere 1", "subtrahiere 1"., etc.
Anm.: Entscheidbarkeit impliziert nicht nur die Korrektheit des Algorithmus, sondern
auch die Eigenschaft des Voranschreitens fiir selbigen— der Algorithmus o tritt nie-

mals in einen Zirkel, oder infiniten Regress ein.

Die AL war entscheidbar. Z.B. semantisch.

Fir die PL haben wir kein generelles, semantisches Entscheidungsverfahren. Wir
haben nur ein generelles, deduktives Kalkul!

— Unsere Auffassungen von "X ist eine Instanz eines Axiom-Schemas, oder eines
Regelschemas", "x ist ein Beweis von y", und "x ist ein Beweis von irgendetwas"
sind entscheidbar.

— Aber: die Auffassung "y ist beweisbar", "es gibt einen Beweis fiir y" ist nur semi-
entscheidbar.

— Denn: die deduktiven Regeln MP, Simp, iIB und kIB sind nicht rekursiv, weil ihre
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Pramissen-Sequenzen nicht kleiner im Grad der Komplexitéat sind.

Z.B. I'— By Beweisziel:
' — Br—Bj = ' —Bg T = r—A
I'— B1—A I' —B1—>A

Anm.: Es gibt rekursive (daher: entscheidbare) Sequenzenkalkiile fiir die AL — die so
genannten Schnittregel-freien Kalkiile. Aber diese Kalkiile sind unpraktisch. Fiir die
PL gibt es keine rekursiven, deduktiven Systeme.

Genereller: ein deduktives Kalkil (mit nicht-rekursiven Regeln) bietet kein Entschei-
dungsverfahren:

— es gibt lediglich einen Algorithmus — den so genannten Algorithmus der rekursi-
ven Nummerierung — welcher einen Beweis fiir eine Formel A findet, WENN die
Formel A beweisbar IST. Diese Eigenschaft wird semi-Entscheidbarkeit genannt.

— aber WENN eine Formel unbeweisbar ist, wird der Algorithmus der Nummerierung

— d.h. t flr immer ohne Resultat weitergehen.

Definition (rekursive Nummerierbarkeit, r.N.; rekursive Axiomatisierbarkeit):

(1) Eine abzéahlbar unendliche Menge S wird als rekursiv (oder 'effektiv') nummerier-
bar bezeichnet gdw es eine berechenbare bijektive Funktion ][N —S gibt.

(2)Eine Logik L und ihre Schlussrelation wird rekursiv nummerierbar (r.n.) genannt
gdw es eine effektive Nummerierung aller Theoreme und Ableitungen von L gibt.

(3) Eine Logik L und ihre Schlussrelation sind rekursiv axiomatisierbar gdw sie eine
korrekte und vollstandige Axiomatisiserung hat, die aus entscheidbaren Regel- und
Axiomschemata X besteht (d.h., es ist entscheidbar, ob eine Formel/Sequenz eine In-
stanz von X ist) und eine finitire Auffassung von Beweisen (wie oben definiert).
Anm.: Man spricht von finiter Axiomatisierbarkeit gdw die Menge der Axiom- und

Regelschemata endlich ist.
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Fakt: Nicht jede abzéhlbar unendliche Menge ist effektiv numerierbar.

Beweis: Es gibt unabzihlbar viele abzdhlbar unendliche Teilmengen von IN,

Aber es gibt lediglich abzahlbar unendlich viele berechenbare Funktionen,

da (nach der Church-These) jede solche Funktion als eine Formel der Arithmetik
ausdriickbar ist und die Sprache der Arithmetik hat nur abzdhlbar viele Formeln.

QED.

Die Verbindung zwischen Entscheidbarkeit und rekursiver Nummerierbarkeit (r.N.):
Theorem: Angenommen A ist abzdhlbar unendlich und B cA. Wenn sowohl B als
auch (A-B) r.n. sind, dann ist B entscheidbar in A.

Korollar 1: Es sei L < £. Wenn L's Theoreme und L's nicht-Theoreme rekursiv
nummerierbar sind, dann ist L entscheidbar (in £).

Korollar 2: Angenommen, das Deduktionstheorem (Version /) gilt fiir L, dann:
wenn L entscheidbar ist, dann sind L's Schliisse mit finiter Primissenmenge ent-

scheidbar (Richtung < ist trivial).

Beweis: Eine der r.n. hat ein Resultat nach einer endlichen Zeit. QED.

Gddelisation —wie man Formeln und Sequenzen natirliche Zahlen zuordnet:
Theorem (r.n.): Eine rekursiv axiomatisierte Logik ist r.n. (Gleiches gilt fiir Schluss-

relationen. )

Beweis: Das Theorem generalisiert sogar zu r.n.-axiomatisierbaren Logiken, deren
Menge von Axiomen und Regel-Instanzen lediglich rekursiv nummerierbar ist, aber
wir beschrianken unseren Beweis auf den iiblicheren Fall von entscheidbaren Regeln
und Axiomen.

Wir prasupponieren die Mengen U, /1, §1, € als nummeriert (angefangen bei 1).
Man bemerke, dass wir abzdhlbar unendlich viele Mengen J2, 1 haben, von denen

jede abzdhlbar unendlich viele Symbole haben kann (R", R>",...).
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Wir benutzen Godel's Methode der Primzahlen (aber es gibt auch andere Methoden;

cf. Hunter: Metalogik).

Fakten Gber Prim-Dekomposition: jede natirliche Zahl n hat eine einzigartige
Prim-Dekomposition: 3!pi,...,.px, ni,...,i:  n = pi"t . . -p™® . Diese Prim-
Dekomposition ist rekursiv (d.h. berechenbar).

Wir assoziieren mit jedem xj € 31 i=1,2,...)

mit jedem aj €C : 51

fiir n>0, mit jedem fi € & : 70111

fiir jedes n>0, mit jedem Rje %: 131,171 mit =19
Wir haben 2 vermieden, sodass jede dieser Zahlen ungerade sein wird und nicht 0
enthalt.

Zahlen logischer Operatoren: — 2, v 4, A 6, —> 8, (12,) 14,V 16,3 18,=22, |—
24,

Nach dem obigen, arithmetischen Theorem korrespondiert jedes Symbol mit genau
einer Zahl, und fiir jede Zahl ist berechenbar, ob sie ein Symbol bezeichnet, und
wenn ja, welches.

Von der Arithmetisierung der Symbole zur Arithmetisierung von Zeichenreihen:
wir benutzen die simple Methode von Hunter fiir die AL: wir verwenden 0 fiir Platz
zwischen den Symbolen, und 00 fiir Platz zwischen Zeichenreihen; Primissen und
Konklusionen von Sequenzen werden auch als Zeichenreihen dargestellt.

Beispiele:

vx1F1lx1 — Filfila; 160302210308022107705 (Zu beachten: 221 = 13.17, 77 =
7.11)

vx1F1lx1 F—Vx1F1lx1: 16030221030024001603022103

(Vx1F1lx; —» Filfila)) —(vx1Filx; — Filfilap)
160302210308022107705002400160302210308022107705

vx1F1lx1, (Vx1F1lx1 = Filfila) — Filfilag

16030221030016030221030802210770500240022107705
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S0:16030221030024001603022103001603022103080221077050024001603022103
080221077050016030221030016030221030802210770500240022107705 ist die
einzigartige Zahl des Beweises eines MP 1. Grades in S*:

<{p1} F—p1, {(p1 =p2)} F—(P1—=p2), {p1, (P1—=>P2)} F— p2>.

Anm.: eine zweite Methode beruht auf Gédels Sequenz-Nummer-Lemma: gegeben die
Zahlen ni, ...,nk, gibt es eine berechenbare Funkiton seq: [Nx...x|[N — |N, sodass so-
wohl seq(ni....,nx), k als auch das n; (1<i<k) riickberechenbar (zurtickgewinnbar) ist.
(Man erhilt diese Funktion durch benutzung von Primzahlen.) Die Primzahlmethode
ist mathematsich eleganter, aber sie Produziert weit groflere Zahlen, als Hunters

simple Methode.

= Abschluss des Beweises: Fiir jede natiirliche Zahl konnen wir entscheiden, welche
mit einer Zeichenreihe korrespondiert. Dies gibt uns eine Wohlordnung und damit
eine Nummerierung von Zeichenreihen.

Fiir jede £-Zeichenreihe konnen wir entscheiden, ob sie eine Formel ist. Dies gibt uns
eine Nummerierung fiir Formeln.

Fiir jede Zahl konnen wir auch entscheiden, ob sie mit einer Formelsequenz korres-
pondiert, oder mit einer Sequenz von Sequenzen. Daraus erhalten wir eine Numme-
rierung aller Sequenzen von Formeln oder Sequenzen

Letztlich konnen wir von jeder Sequenz von Formeln entscheiden, ob sie ein Beweis
in HL ist, und fiir jede Sequenz von Sequenzen konnen wir entscheiden, ob sie ein
Beweis in S* ist. Daraus gewinnen wir eine Nummerierung aller Beweise in HL oder
in S*.

Q.E.D.
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Definition (f.M.E.): Von einer Logik L < £ sagt man, dass sie die finites Modell-
Eigenschaft (fME) hat gdw jede L-konsistente Formel A erfiillbar ist, in einem finiten
Modell fiir A (wobei die Menge der finiten Modelle als rekursiv nummerierbar ange-

nommen wird.)

Theorem (fME): (1.) Wenn eine Logik L fME. hat, sind ihre nicht-Theoreme r.n.
(2.) Wenn eine Logik L eine rekursive Axiomatisierung und fME. hat, ist L ent-
scheidbar.

Ubung 7.12: Beweisen Sie dieses Theorem.

Es gibt keine generellen Entscheidungsmehtoden, um die PL-Giltigkeit zu testen.
PL hat f.M.E. nicht (nicht mal die PL ohne ldentitat, PL#)

Gegenbeispiel zu fME: Es gibt eine Formel, die sagt, dass R eine strikte Ordnungsre-
lation ist, ohne grofites Element (R = <):

Vx—Rxx A VxVy(Rxy—>—Ryx) A VxVyVz(RxyARyz — Rxz) A Vx3yRxy

Diese Formel ist konsistent, aber sie ist nur in einem unendlichen Objektbereich er-
fullbar.

GleichermaBen ist die Formel

[Vx—Rxx A VxVy(Rxy—>—Ryx) A VxVyVz(RxyARyz — Rxz)] - IxVy—-Rxy

nur in einem unendlichen Objektbereich erfiillbar und wird von jedem endlichen Ob-

jektbereich verifiziert.

Die monadische PL - das ist die PL, die nur einstellige Pradikate hat, aber keine
Funktionssymbole und kein Identitdtssymbol - hat fME und ist daher entscheidbar.
Anm.: einstellige Funktiossymbole sind generell so ausdrucksstark wie binire Re-

lationssymbole plus Identitét.
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Heuristiken fiir semantische Methoden in der PL:
Um eine PL-Formel (einen PL-Schluss) zu wiederlegen, versuche man ein Gegenbei-
spiel zu konstruieren. Es gibt keine Garantie, eines zu finden, aber fiir gewohnlich tut

man dies!

Ubung 7.13: Widerlegen Sie, durch Konstruktion eines Gegenbeispieles:
IxFx |—Fa

VxdyRxy — JyVxRxy

Vx(FxvGx) [F— VxFx v VxGx

AXFx A3xGx |F—3Ix(FXAGX)

Spezielle Methoden:

(1) Methode des finiten Universums: man transformiere PL-Formeln A in AL-
Formeln Ay iiber einen endlichen Objektbereich, indem man V durch eine Konjunkti-
on iiber alle Elemente in D ersetzt und 3 durch eine Disjunktion. Wenn A falsifiziert
werden kann, dann kann es auch A; aber nicht notwendigerweise umgekehrt.

(2) Es gibt Beth Tableaus fiir die PL — (siche Bergman); sie sind nicht entscheidbar,
sondern konnen zu unendlichen Zweigen fiihren; und ihre Regeln stehen in enger

Verbindung mit den Regeln der Sequenzkalkiile der PL.
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8. Ausblick: Weitere Metatheoreme der PL —oder: der Anfang von Logik III.

8.1 Alternative Axiomatisierungen:

Eine Ubliche Hilbert-Style Axiomatisierung von S*1 - HL1:

Axiomschemata:

(Taut) Jedes tautologische Schema

(Ul->) VXA — A[x/t] (fiir jedes xeV,teg)

(V—) Vx(A — B) > (VxA — VxB) (fiir jedes xe?)

(UG—) A — VXA vorausgesetzt x ¢ UfA) (fiir jedes xe)

(Id) VX(x=X) (fiir jedes xe?)

(ExtAt—) ti1=t2 > (A[x/t1] = A[x/t2]) (fiir jedes xeV,t1,tpeg
und atomares A)

Regeln:

MP

(UGR) A/ VXA (UG-Regel)

Ubung 8.1e: Beweisen Sie, dass v¥— + UG— + UGR gemeinsam &quivalent sind
mit (UGR'): B—>A / B— XA, vorausgesetzt x ist nicht frei in B (im Kontext der ande-

ren Regeln).
Def.: L1 A gdw es einen Beweis von A in HL1 gibt, d.h. eine Sequenz

<Al,...,Ap>, sodass A = Ap und jedes Aj entweder eine Instanz eines der Axiom-
schemata ist oder aus vorigen Gliedern Aj und moglicherweise Ak (k, j < i) nach

einer der zwei Regeln folgt.

Warnung! Diese Axiomatisierung definiert ausschlieBlich HL1 (HL1-beweisbare

Formeln), aber nicht g1 1 zwischen Primissenmenge und Konklusion.
Denn: Die Regel der universellen Generalisierung in HL1 ist nur zuléssig, aber nicht

giiltig!
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» Definition (zuléssige vs. giiltige Regeln): Eine Regel 1. Stufe /A nennt man

- giiltig (beziigl. L) gdw sie Wahrheit erhdlt: d.h. Vv (v |== = v |==A).

- zuléssig (beziigl. L) gdw sie Giltigkeit erhalt: Vv(v |==I') = Vv(v|==A).
Anm.: Giiltigkeit impliziert Zuldssigkeit, aber nicht umgekehrt.

L ist geschlossen unter all ihren zuldssigen Regeln, wihrend |—nur alle giiltigen
Regeln enthilt.

--> Zulassige Regeln konnen bei der Axiomatisierung einer Logik verwendet werden,
aber nicht in der Axiomatisierung der (giiltigen) Schlussrelation die mit der Logik

korrespondiert.

Daher definiert man die Ableitungsrelation 1,1 separat, bevorzugt, wie folgt: De-
finition: T' —gL1 A gdw [—yrL1 AI'r — A fiir irgendein finites 't < T.

Alternativen - cf. Machover .

Theorem: Die t-Regel (UGR) kann im folgenden Sinne in allen Beweisen weiterent-
wickelt werden.

Es bezeichne UGR(I") den (unendlichen) Schluss von I" nach der Regel UGR, den
Axiomenni1 (der Menge aller HL1-Axiome) und —wp = Ableitung, einzig unter
Verwendung von MP. Dann:

(i) —A gdw UGR(Axiomenc1) F—wr A

(ii) T —A gdw I U UGR(AxiomenL1) F—wr A

Beweis: < ist trivial. Fiir = muss man zeigen
(*) UGR(Axiomenr1) —wmrA = UGR(AxiomenL1) ——wp VXA
Dies impliziert, nach Induktion auf die Lénge des Beweises von |— A, dass

UGR(AxiomenL1) A.
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Ubung 8.2: (a) Beweisen Sie (*), durch Induktion auf die Linge des Beweises von
UGR(AxiomenL1) F—wp A.

(b) Beweisen Sie, unter Benutzung von Theorem (i1), dass die obige Definition von

I' L1 A dquivalent mit der folgenden ist (benutzt von Bell/Machover, Leblanc):

— I’ —+L1 A gdw es einen Beweis von A aus UGR(Axiomeni1) U alleine mit MP
gibt.

—— T w11 A gdw es einen Beweis von A aus Axiomens U I gibt, wobei UGR

nur auf Sitze angewandt wird, die nicht von Pramissen in I abhdngen.

Das Theorem iiber die Weiterentwicklung der URG-Regel ist wichtig; es hat ein Ge-
genstiick in der Modallogik fiir die Regel der Notwendigkeitszuschreibung.

Wie in der AL: Die Korrektheit von HL1 wird standardméfig bewiesen.

Starke Vollstandigkeit wird durch die Ableitung essentieller S*1-Theoreme bewiesen.

Einige letzte, wichtige Anmerkungen:
Die Ausdrucksstarke der monadischen PL ist vergleichbar mit der AL: wenn es end-

lich viele monadische Pradikate Fi,...,F; und Individuenkonstanten ai,...,am gibt,
dann gibt es nur endlich viele paarweise nicht-dquivalente Propositionen, die man mit

der Sprache ausdriicken kann.

Ersetzung von Funktionssymbolen durch deren relationale Definition in der PL:

Die Rechtseindeutigkeits-Bedingung fiir ein (n+1)-stelliges Relationssymbol R ist die
folgende Formel:

Un(R) =¢f VX1...VXpdy!Rx]...Xpy d.h.: Vx1...VxpdyVz(Rx]...xpZ <> 7=y).

Fiir A € £ definieren wir AR — das Resultat der Elimination der Funktionssymbole

von A durch Relationen — wie folgt:
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Wir assoziieren mit jedem n-stelligen Funktionssymbol in A genau ein (n+1)-stelliges
Relationssymbol R,
Dann ersetzen wir in A jede atomare Formel der Form:

Qnty...ti-1 f(X1,....Xm) ti+1...tn durch

Qnty...ti-1 Zti+1...th A RfX1...xmz  fiir z als neue Variable
iterativ, bis alle Funktionssymbole eliminiert worden sind. Wir nennen das Resultat
A*.
Es sei:

AR := A* A A{Un(Rf) | fe F(A)}.

Das Resultat der Elimination ist nicht dquivalent, aber es ist co-giiltig und co-
erfiillbar:
Theorem: A < AR,

Beweis: Ubung:
(i) Beweisen Sie, dass (*) A erfiillbar ist gdw AR nach dem Theorem, durch Entwick-
lung von (=A)R = —(AR),

(i1) Bewiesen Sie (*) durch Induktion auf die Komplexitit von A.
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